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A b st r a ct

E xi sti n g  m et h o d s f or n o nli n e ar r o b u st c o ntr ol oft e n u s e s c e n ari o- b a s e d

a p pr o a c h e s t o f or m ul at e t h e c o ntr ol pr o bl e m a s l ar g e n o nli n e ar o pti mi z ati o n

pr o bl e m s.  T h e o pti mi z ati o n pr o bl e m s ar e c h all e n gi n g t o s ol v e d u e t o t h eir si z e,

e s p e ci all y if t h e c o ntr ol pr o bl e m s i n cl u d e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y.  T hi s p a p er

dr a w s fr o m l o c al r e d u cti o n  m et h o d s u s e d i n s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n t o s ol v e

r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h p ar a m etri c a n d ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y.

B y it er ati v el y a d di n g i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s t o t h e pr o bl e m,  m et h o d s

b a s e d o n l o c al r e d u cti o n pr o vi d e a  w a y t o  m a n a g e t h e t ot al n u m b er of s c e n ari o s.

W e s h o w t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d f or o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s c o n-

si st s of s ol vi n g a s eri e s of si m plifi e d o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s t o fi n d  w or st- c a s e

c o n str ai nt vi ol ati o n s. I n p arti c ul ar,  w e pr e s e nt e x a m pl e s  w h er e l o c al r e d u cti o n

m et h o d s fi n d  w or st- c a s e s c e n ari o s t h at ar e n ot o n t h e b o u n d ar y of t h e u n c er-

t ai nt y s et.  W e al s o pr o vi d e b o u n d s o n t h e err or if l o c al s ol v er s ar e u s e d.  T h e

pr o p o s e d a p pr o a c h i s ill u str at e d  wit h t w o c a s e st u di e s  wit h p ar a m etri c a n d

a d diti v e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y. I n t h e fir st c a s e st u d y, t h e n u m b er of s c e-

n ari o s o bt ai n e d fr o m l o c al r e d u cti o n i s 1 0 1, s m all er t h a n i n t h e c a s e  w h e n all

2 1 4 + 3 × 1 9 2 e xtr e m e s c e n ari o s ar e c o n si d er e d. I n t h e s e c o n d c a s e st u d y, t h e n u m b er

of s c e n ari o s o bt ai n e d fr o m t h e l o c al r e d u cti o n i s t w o c o m p ar e d t o 5 1 2 e xtr e m e

s c e n ari o s.  O ur a p pr o a c h  w a s a bl e t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s b ot h f or p ar a m etri c

u n c ert ai nt y a n d ti m e- v ar yi n g di st ur b a n c e s,  w h er e a s a p pr o a c h e s fr o m lit er at ur e

eit h er vi ol at e d t h e c o n str ai nt s or b e c a m e c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e.

K E Y W O R D S

l o c al r e d u cti o n, o pti mi z ati o n, r o b u st c o ntr ol, s c e n ari o

1 I N T R O D U C T I O N

R o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s ar e oft e n s ol v e d u si n g a s c e n ari o- b a s e d a p pr o a c h,  w h er e e a c h s c e n ari o c orr e s p o n d s t o a

s e p ar at e r e ali z ati o n of u n c ert ai nt y. I n cr e a si n g t h e n u m b er of s c e n ari o s i m pr o v e s r o b u st n e s s,  w hil e i n cr e a si n g t h e si z e of

t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m s.  Miti g ati n g t h e si z e of t h e pr o bl e m b y r e d u ci n g t h e n u m b er of s c e n ari o s r e q uir e s k n o wl e d g e

a b o ut h o w t h e u n c ert ai nt y aff e ct s t h e s y st e m  w hi c h i s a c h all e n g e e s p e ci all y if u n c ert ai nt y v ari e s  wit h ti m e.  T hi s p a p er

T hi s i s a n o p e n a c c e s s arti cl e u n d er t h e t er m s of t h e Cr e ati v e  C o m m o n s  Attri b uti o n Li c e n s e,  w hi c h p er mit s u s e, di stri b uti o n a n d r e pr o d u cti o n i n a n y  m e di u m, pr o vi d e d t h e

ori gi n al  w or k i s pr o p erl y cit e d.
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dr a w s fr o m a p pr o a c h e s u s e d i n s e mi-i nfi nit e o pti mi s ati o n t o s ol v e r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s b y s el e cti n g s c e n ari o s

i n a n effi ci e nt  w a y.

1. 1 B a c k g r o u n d

T o e n s ur e t h at t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m s r e s ulti n g fr o m s c e n ari o- b a s e d a p pr o a c h e s t o r o b u st c o ntr ol ar e tr a ct a bl e, t h e

n u m b er of s c e n ari o s  m u st b e li mit e d. 1 U s u all y, t h e c h oi c e of s c e n ari o s i s d o n e fr o m e x p eri e n c e 2, 3 a n d r e q uir e s k n o wl-

e d g e a b o ut b ot h t h e c o ntr oll e d s y st e m a n d t h e u n c ert ai nt y t o e n s ur e t h at t h e c h o s e n s c e n ari o s g u ar a nt e e r o b u st n e s s.

A r e c e nt r e vi e w of s c e n ari o- b a s e d  m et h o d s i n di c at e d t h at s c e n ari o s el e cti o n i s hi g hl y aff e ct e d b y t h e k n o wl e d g e a b o ut

t h e u n c ert ai nt y di stri b uti o n.4 I n pr a cti c e, t o t a c kl e pr o bl e m s  wit h li mit e d k n o wl e d g e a b o ut t h e u n c ert ai nt y, it i s oft e n

a s s u m e d t h at t h e  w or st- c a s e s c e n ari o s li e o n t h e b o u n d ar y of t h e u n c ert ai nt y s et. 5- 8 T h e  w or st- c a s e s c e n ari o i n n o nli n e ar

s y st e m s  m a y li e i n t h e i nt eri or of t h e u n c ert ai nt y r a n g e. 9, 1 0 I n t hi s p a p er  w e s h o w t h at t h e  w or st- c a s e s c e n ari o s  m a y

b e i n si d e t h e u n c ert ai nt y s et, e v e n f or a li n e ar d y n a mi c s y st e m a n d pr e s e nt a  m et h o d f or c h o o si n g p ot e nti al  w or st- c a s e

s c e n ari o s a s s u mi n g li mit e d k n o wl e d g e a b o ut u n c ert ai nt y.

S y st e m ati c a p pr o a c h e s t o c h o o si n g s c e n ari o s f or ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y ar e u s u all y b a s e d o n cr e ati n g s c e n ari o

tr e es.8, 1 1 I n t h e s e a p pr o a c h e s, a l ar g e s et of s c e n ari o s i s c h o s e n at t h e b e gi n ni n g of t h e ti m e h ori z o n.  T h e n u m b er of

el e m e nt s i n t h e s et of s c e n ari o s i n cr e a s e s c o m bi n at ori all y. 1 2 H o w e v er, t h er e i s n o g u ar a nt e e t h at t h e c h o s e n s et of s c e-

n ari o s i n cl u d e s t h e a ct u al  w or st- c a s e s c e n ari o s. 1 0 T o o v er c o m e t hi s dr a w b a c k,  w e pr o p o s e t o u s e a  m et h o d d eri v e d fr o m

s e mi-i nfi nit e o pti mi s ati o n t o it er ati v el y a d d n e w s c e n ari o s t o t h e c urr e nt s et, t o pr o vi d e  m or e fl e xi bilit y i n a dj u sti n g t h e

s et of s c e n ari o s a n d fi n di n g  w or st- c a s e s c e n ari o s.

Pr e vi o u s st u di e s pr o vi d e d a n i n- d e pt h r e vi e w of s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n  m et h o d s. 1 3- 1 7 I n p arti c ul ar, it h a s b e e n

i n di c at e d1 3 t h at l o c al r e d u cti o n m et h o d s all o w o v er c o mi n g t h e d e p e n d e n c e o n t h e i niti al c h oi c e of s c e n ari o s. I n t h e s e

m et h o d s, t h e s et of s c e n ari o s i s cr e at e d it er ati v el y b y alt er n ati n g b et w e e n s ol vi n g a n o pti mi s ati o n pr o bl e m  wit h t h e c ur-

r e nt s et of s c e n ari o s a n d s ol vi n g i nt eri m o pti mi s ati o n pr o bl e m s t o fi n d t h e  m a xi m al vi ol ati o n of c o n str ai nt s a n d e xt e n d

t h e s et of s c e n ari o s.1 8 T h er ef or e l o c al r e d u cti o n  m et h o d s e n a bl e a d di n g s c e n ari o s t h at  m a y n ot h a v e b e e n c o n si d er e d at

t h e b e gi n ni n g, s u c h a s s c e n ari o s fr o m t h e i nt eri or of t h e u n c ert ai nt y s et.

T h e it er ati v e a p pr o a c h b a s e d o n alt er n ati n g b et w e e n o pti mi z ati o n pr o bl e m s h a s b e e n alr e a d y u s e d f or r o b u st c o ntr ol,

w hi c h s u g g e st s p ot e nti al u s ef ul n e s s of l o c al r e d u cti o n.  T h e  D- K it er ati o n f o u n d i n 𝜇 - s y nt h e si s c o n si st s i n alt er n ati n g

b et w e e n t h e s y nt h e si s of a n  ∞ c o ntr oll er a n d  mi ni mi z ati o n of t h e si n g ul ar v al u e f or t h e c orr e s p o n di n g c o ntr oll er. 1 9

H o w e v er, t h e  D- K it er ati o n  m et h o d d e p e n d s o n t h e o pti m alit y of e a c h st e p,  w hi c h i n di c at e s t h at t h e l o c al r e d u cti o n

m et h o d  will al s o b e aff e ct e d b y h o w t h e i nt eri m o pti mi z ati o n pr o bl e m s ar e s ol v e d. I n p arti c ul ar, d u e t o t h e n e e d t o s ol v e t o

gl o b al o pti m alit y t h e i nt eri m pr o bl e m s, 1 7 t h e c o m pl e xit y of l o c al r e d u cti o n  m et h o d s pr e v e nt e d t h eir u s e i n r o b u st o pti m al

c o ntr ol pr o bl e m s.  A n a p pr o a c h b a s e d o n si m ul at e d a n n e ali n g h a s b e e n pr o p o s e d t o f a cilit at e fi n di n g a gl o b al s ol uti o n. 2 0

W e s h o w t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d pr o vi d e s g o o d r e s ult s e v e n if l o c al s ol v er s ar e u s e d a n d pr o vi d e b o u n d s o n t h e

s ol uti o n.

E xi sti n g a p pli c ati o n s of s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n  m et h o d s i n c o ntr ol s y st e m s  wit h u n c ert ai nt y ar e li mit e d.

S e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n  m et h o d s h a v e b e e n u s e d f or o pti m al c o ntr ol 2 1 t o fi n d o pti m al tr aj e ct ori e s f or r o b oti c ar m s.

H o w e v er, t h e a ut h or s c o n si d er e d o nl y e x o g e n o u s u n c ert ai nt y d u e t o o b st a cl e s t h at di d n ot aff e ct t h e d y n a mi c s of t h e c o n-

tr oll e d s y st e m s. P ar a m etri c u n c ert ai nt y f or li n e ar s y st e m s  w a s c o n si d er e d2 2, 2 3 t o a p pl y s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n  m et h o d s

f or  m o d el i d e ntifi c ati o n.  H o w e v er, t h e s e  w or k s di d n ot c o n si d er ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y. Si mil arl y, s e mi-i nfi nit e o pti-

mi s ati o n  m et h o d s h a s b e e n u s e d t o s ol v e a n o pti m al c o ntr ol pr o bl e m  wit h o nl y p ar a m etri c u n c ert ai nt y. 1 0 Ti m e- v ar yi n g

u n c ert ai nt y  w a s c o n si d er e d i n  w or k s  w h er e l o c al r e d u cti o n  w a s a p pli e d t o fi n d t h e i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s. 8

H o w e v er, t h e a ut h or s a s s u m e d t h at at e v er y ti m e st e p t h e n u m b er of p o s si bl e s c e n ari o s  w a s fi nit e.

1. 2 C o nt ri b uti o n s

T h e  m ai n c o ntri b uti o n s of t h e c urr e nt  w or k ar e:

1.  F or m ul ati o n of a l o c al r e d u cti o n  m et h o d a s a  w a y of a ut o m ati c all y g e n er ati n g s c e n ari o s i n r o b u st n o nli n e ar c o ntr ol

pr o bl e m s if ti m e- v ar yi n g a n d c o n st a nt u n c ert ai nti e s ar e pr e s e nt,

2.  F or m ul ati o n of err or b o u n d s o n c o n str ai nt vi ol ati o n if l o c al o pti mi z ati o n s ol v er s ar e u s e d i n l o c al r e d u cti o n,
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3.  N u m eri c al d e m o n str ati o n of l o c al r e d u cti o n  m et h o d s f or s ol vi n g n o nli n e ar r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h

p ar a m etri c u n c ert ai nt y a n d li n e ar r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h b ot h p ar a m etri c a n d ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y.

A pr eli mi n ar y v er si o n of t h e a p pli c ati o n of l o c al r e d u cti o n f or s c e n ari o g e n er ati o n i s a v ail a bl e. 2 4

T h e r e st of t h e p a p er i s str u ct ur e d a s f oll o w s. S e cti o n 2 i ntr o d u c e s r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s. S e cti o n 3 pr e s e nt s

t h e n e w  m et h o d f or s ol vi n g r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s.  T h e n u m eri c al r e s ult s ar e s h o w n i n S e cti o n 4 w h er e  w e

c o m p ar e d t h e r e s ult s o bt ai n e d  wit h t h e s c e n ari o s fr o m l o c al r e d u cti o n t o t hr e e c o m m o nl y u s e d a p pr o a c h e s: n o mi n al c a s e

wit h n o u n c ert ai nt y, r a n d o m c a s e  wit h r a n d o ml y dr a w n r e ali z ati o n s of u n c ert ai nt y, b o u n d ar y c a s e  wit h o nl y e xtr e m e

v al u e s.  T h e p a p er e n d s  wit h c o n cl u si o n s i n S e cti o n 5 .

2 P R O B L E M  F O R M U L A T I O N

2. 1 S e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n  p r o bl e m

A s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n pr o bl e m i s f or m ul at e d a s:

 ∶ mi n
𝜇 ∈ 

Q (𝜃 ) ( 1 a)

s u bj e ct t o R (𝜃, 𝜌 ) ≤ 0 f or all 𝜌 ∈  ( 1 b)

w h er e  ⊂ R n 𝜃 a n d  ⊂ R n 𝜌 ar e n o n e m pt y a n d c o m p a ct s et s, a n d Q a n d R ar e c o nti n u o u s f u n cti o n s of t h eir r e s p e cti v e

ar g u m e nt s. 1 8 T h e pr o bl e m ( 1 ) h a s a fi nit e n u m b er of v ari a bl e s 𝜃 b ut i n cl u d e s a n i nfi nit e n u m b er of c o n str ai nt s if  h a s

a n i nfi nit e n u m b er of p oi nt s. I n p arti c ul ar,  m a y b e u n c o u nt a bl e.

O n e a p pr o a c h t o r e m o v e t h e i nfi nit e n u m b er of c o n str ai nt s c o n si st s i n r e writi n g t h e c o n str ai nt ( 1 b ) a s:

S (𝜃 ) ∶ = m a x
𝜌 ∈ 

R (𝜃, 𝜌 ) ≤ 0 . ( 2)

T h e c h all e n g e i n s ol vi n g t h e e q ui v al e nt pr o bl e m  wit h c o n str ai nt ( 2 ) i s i n n o n- diff er e nti a bilit y of t h e f u n cti o n S (⋅). T h e l o c al

r e d u cti o n  m et h o d pr o p o s e d b y  R ef er e n c e 1 8 all o w s o v er c o mi n g t h e n o n- diff er e nti a bilit y of S (⋅) b y s e q u e nti all y s ol vi n g ( 1)

wit h fi nit e s u b s et s of c o n str ai nt s t a k e n fr o m  .

T h e  m ai n c h all e n g e i n f or m ul ati n g r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s a s s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n li e s i n i n cl u si o n

of s y st e m d y n a mi c s i n t h e f or m of e q u alit y c o n str ai nt s. I n t hi s p a p er,  w e s h o w t h at o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s c a n b e

f or m ul at e d a s s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n pr o bl e m s a n d s ol v e d u si n g t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d. 1 8

2. 2 D y n a mi c s y st e m  wit h  u n c e rt ai nt y

T h e s y st e m t o b e c o ntr oll e d i s d e s cri b e d b y a n o nli n e ar diff er e n c e e q u ati o n  wit h ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y w k ∈ W ⊂ R n w

a n d c o n st a nt u n c ert ai nt y d ∈ D ⊂ R n d :

x k + 1 = fk (x k , u k , w k , d ) ( 3)

w h er e fk i s c o nti n u o u sl y diff er e nti a bl e.  T h e st at e x 0 at ti m e z er o i s  w.l. o. g. a s s u m e d t o b e e q u al t o a gi v e n x̂ .

T h e c o ntr ol tr aj e ct or y u ∶ = ( u 0 , … , u N − 1 ) i s g e n er at e d b y a c a u s al d y n a mi c f e e d b a c k p oli c y u k ∶ = 𝜋 k (x 0 , … , x k ;

q 0 , … , q k , r ) t h at i s p ar a m et eri z e d b y q ∶ = ( q 0 , q 1 , … , q N − 1 ) ∈ R n q a n d r ∈ R n r .  T h e st at e tr aj e ct or y x ∶ = ( x 0 , … , x N ).

T h e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y w k at ti m e k a n d t h e c o n st a nt u n c ert ai nt y d aff e ct t h e d y n a mi c s i n b ot h a n a d diti v e a n d

n o n- a d diti v e  w a y, a n d t a k e o n v al u e s fr o m c o m p a ct a n d u n c o u nt a bl e (i nfi nit e c ar di n alit y) s et s.  U n c ert ai nt y i n t h e  m e a-

s ur e d v al u e of x k c a n b e  m o d el e d b y a s uit a bl y- d efi n e d c h oi c e of fk , 𝜋 k a n d w k . I n t hi s  w or k,  w e a s s u m e t h at t h e str u ct ur e

of t h e d y n a mi c f e e d b a c k p oli c y, a n d h e n c e t h e p ar a m et eri z ati o n, i s alr e a d y d efi n e d.

A tr aj e ct or y (x , u ) s ati sf yi n g t h e d y n a mi c s ( 3 ) a n d c o ntr ol p oli c y f or a gi v e n p ar a m et eri z ati o n (q , r ) a n d r e ali z ati o n of

u n c ert ai nt y (w , d ),  w h er e t h e tr aj e ct or y w ∶ = ( w 0 , … , w N − 1 ) ∈ W N ∶ = W × · · · × W , i s d efi n e d a s:

z (q , r , w , d ) ∶ = { (x , u )|x 0 = x̂ , x k + 1 = fk (x k , u k , w k , d ), u k = 𝜋 k (x 0 , … , x k ; q 0 , … , q k , r ), k = 0 , 1 , … , N − 1 } . ( 4)
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 7 3

2. 3 R o b u st o pti m al c o nt r ol  p r o bl e m

2. 3. 1 O bj e cti v e f u n cti o n a n d c o n str ai nt s

T h e c o st f u n cti o n f or t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m o v er a h ori z o n of l e n gt h N i s:

J N (x , u , w , d ) ∶ = J f (x N , w N , d ) +

N − 1∑

k = 0

𝜇 k (x k , u k , w k , d ). ( 5)

B ot h t h e t er mi n al c o st f u n cti o n J f (⋅, ⋅, ⋅) a n d st a g e c o st 𝜃 k (⋅, ⋅, ⋅, ⋅) ar e c o nti n u o u sl y diff er e nti a bl e a n d d e p e n d o n t h e u n c er-

t ai nt y w a n d d .  T h e o bj e cti v e of t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m i s t o fi n d a f e e d b a c k p oli c y 𝜃 f or s y st e m (3 ) s u c h t h at t h e

w or st- c a s e c o st i n ( 5 ) i s  mi ni mi z e d a n d t h e c o n str ai nt s

g k (x k , u k , w k , d ) ≤ 0 ( 6)

ar e s ati sfi e d f or all ti m e i n st a nt s k = 0 , … , N − 1, all st at e s x , c o ntr ol u , u n c ert ai nt y w a n d d .  T h e v e ct or f u n cti o n of n g

c o m p o n e nt s, g k (⋅, ⋅, ⋅, ⋅), i s c o nti n u o u sl y diff er e nti a bl e a n d d e p e n d s o n u n c ert ai nt y w a n d d .  N ot e t h at a c o n str ai nt o n x N

c a n b e i n cl u d e d b y i n c or p or ati n g fN − 1 i n a s uit a bl e d efi niti o n of g N − 1 .

T o e n s ur e t h at t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m  wit h t h e o bj e cti v e ( 5 ) a n d t h e c o n str ai nt s (6 ) i s w ell- d efi n e d o v er t h e

h ori z o n N ,  w e i ntr o d u c e t h e f oll o wi n g a s s u m pti o n o n t h e tr aj e ct ori e s (4 ):

A s s u m pti o n 1. T h e tr aj e ct ori e s ( 4 ) ar e b o u n d e d o v er a fi nit e h ori z o n N :

∀ N ∈ R , q ∈ R n q , r ∈ R n r , w ∈ W N , d ∈ D ∃ 𝜌 z ∈ R ∶ ||z (q , r , w , d )||2 ≤ 𝜌 z ( 7)

W e n ot e t h at t h e b o u n d e d n e s s of ( 4 ) n e e d n ot i m pl y st a bilit y of t h e d y n a mi c s (3 ).

2. 3. 2 S e mi-i nfi nit e f or m ul ati o n

Gi v e n a s et of u n c ert ai nti e s H ⊆ W N × D , t h e pr o bl e m i n t hi s  w or k i s st at e d a s:

 N (H ) ∶ mi n
q ,r

x i,u i,

i∈ J

m a x
w i,d i

i∈ J

J N

(
x i, u i, w i, d i

)
( 8 a)

s.t. g k (x
i
k
, u i

k
, w i

k
, d i) ≤ 0 , ∀ i ∈ J , k = 0 , … , N − 1 ( 8 b)

(
x i, u i

)
= z

(
q , r , w i, d i

)
, ∀ i ∈ J ( 8 c)

w h er e J ∶ = { 1 , … , c ar d H } a n d (x i, u i) i s t h e st at e a n d i n p ut tr aj e ct or y a s s o ci at e d  wit h t h e it h di st ur b a n c e r e ali z ati o n

(w i, d i) s u c h t h at

H =
⋃

i∈ J

{ (
w i, d i

) }
.

If z (⋅) i n (8 c ) i s li n e ar j oi ntl y i n all ar g u m e nt s, t h e pr o bl e m ( 8) c a n oft e n b e s ol v e d u si n g s c e n ari o- b a s e d  m et h o d s f or r o b u st

c o ntr ol, 1, 1 2 pr o vi d e d a d diti o n al c o n v e xit y a s s u m pti o n s ar e s ati sfi e d b y t h e u n c ert ai nt y s et W . I n t hi s  w or k, t h e d y n a mi c s

fr o m (3 ) ar e n o nli n e ar a n d W i s o nl y n o n- e m pt y a n d c o m p a ct.  M or e o v er, t h e s et H i s a s s u m e d u n c o u nt a bl e,  w hi c h i s a

c o m m o n c a s e if t h e di st ur b a n c e s b el o n g t o a p ol yt o p e.

T h e o r e m 1. T h e r o b ust o pti m al c o ntr ol pr o bl e m ( 8) is e q ui v al e nt t o t h e s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n pr o bl e m ( 1)

wit h 𝜃 ∶ = ( q , r , 𝜌), w h er e 𝜃 is a n a d diti o n al s c al ar p ar a m et er c h ar a ct eri zi n g t h e c ost u p p er- b o u n d, 𝜃 ∶ = ( w , d )

a n d t h e s ets  ∶ = R n q × R n r × R ,  ∶ = H .

 10991239, 2024, 2, 
Do

wnloaded fro
m https://onlinelibrary.

wiley.co
m/doi/10.1002/rnc.7038 by 

Test, 
Wiley 

Online 
Library on [16/01/2024]. 

See the 
Ter

ms and 
Conditions (https://onlinelibrary.

wiley.co
m/ter

ms-and-conditions) on 
Wiley 

Online 
Library for rules of use; 

O
A articles are governed by the applicable 

Creative 
Co

m
mons 

License



1 3 7 4 Z A G O R O W S K A e t  a l.

Pr o of. I n c o ntr a st t o (1 a ), t h e o bj e cti v e f u n cti o n i n (8 a ) c o nt ai n s u n c ert ai nt y. I ntr o d u ci n g 𝜇 ∈ R , w e

r e writ e ( 8) a s:

 N (H ) ∶ mi n
𝜃 q r ,x i,u i,i∈ J

𝜃 ( 9 a)

s.t. g k

(
x i

k
, u i

k
, w i

k
, d i

)
≤ 0 , ∀ i ∈ J , k = 0 , … , N − 1 ( 9 b)

(x i, u i) = z (q , r , w i, d i), ∀ i ∈ J ( 9 c)

J N (x i, u i, w i, d i) ≤ 𝜌, ∀ i ∈ J ( 9 d)

T h e pr o bl e m ( 9) h a s u n c ert ai nt y e x cl u si v el y i n t h e c o n str ai nt s. If c ar d H i s fi nit e, t h e n t h e pr o bl e m ( 9) i s c o n-

v e ni e nt t o s ol v e n u m eri c all y u si n g t ail or e d effi ci e nt fi nit e- di m e n si o n al o pti mi z ati o n  m et h o d s t h at e x pl oit t h e

s p ar sit y i n t h e r el e v a nt J a c o bi a n s a n d  H e s si a n s.  H o w e v er, i nfi nit e c ar di n alit y of H yi el d s a n i nfi nit e n u m b er of

b ot h c o n str ai nt s a n d v ari a bl e s,  w hi c h  m e a n s t h at t h e pr o bl e m ( 9 ) n e e d s t o b e f urt h er r ef or m ul at e d t o b e c o m e

( 1).  N oti ci n g t h at t h e c o n str ai nt (9 b ) i s e q ui v al e nt t o

m a x
k

g k (x
i
k
, u i

k
, w i

k
, d i) ≤ 0 , ∀ i ∈ J , ( 1 0)

w e i ntr o d u c e

G (x i, u i, w i, d i, 𝜌) ∶ = m a x

{

m a x
h ,k

e T
h
g k

(
x i

k
, u i

k
, w i

k
, d i

)
, J N

(
x i, u i, w i, d i

)
− 𝜃

}

( 1 1)

I n (1 1 ), e h i s t h e h t h c ol u m n of a n i d e ntit y  m atri x I n g
.  U si n g (4 ) a n d (1 1 ),  w e c a n  writ e (9 ) a s:

 N (H ) ∶ mi n
q ,r , 𝜌

𝜃 ( 1 2 a)

s.t. G (z (q , r , w , d ), w , d , 𝜃) ≤ 0 , ∀( w , d ) ∈ H , ( 1 2 b)

T h e pr o bl e m ( 1 2 ) i s e q ui v al e nt t o

 N (H ) ∶ mi n
q ,r , 𝜌

𝜃 ( 1 3 a)

s.t.  m a x
(w ,d ) ∈H

G (z (q , r , w , d ), w , d , 𝜌) ≤ 0 . ( 1 3 b)

T a ki n g 𝜋 ∶ = ( q , r , 𝜋) a n d 𝜋 ∶ = ( w , d ) i n (1 2 ) ( si mil arl y i n (1 3 ))  w e o bt ai n t h e f or m of (1 ) ( si mil arl y (2 )). ▪

T h e or e m 1 m a k e s n o a s s u m pti o n s o n t h e c ar di n alit y of t h e s et H ,  w hi c h i s u n c o u nt a bl e i n g e n er al.  A s a r e s ult, pr o bl e m

( 1 2) h a s a n i nfi nit e n u m b er of c o n str ai nt s, i n g e n er al, i n a si mil ar  w a y t o ( 1).  U si n g t h e f a ct t h at ( 1 2) i s e q ui v al e nt t o

( 1), a n d ( 8) i s e q ui v al e nt t o ( 1 2),  w e n ot e t h at s ol vi n g ( 1 2) u si n g  m et h o d s d e v el o p e d f or s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n of t h e

f or m ( 1) i s e q ui v al e nt t o s ol vi n g t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m ( 8).  T h u s,  T h e or e m 1 all o w s o n e t o s ol v e t h e o pti m al c o ntr ol

pr o bl e m ( 8) a s a s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n pr o bl e m of t h e f or m ( 1) u si n g l o c al r e d u cti o n. 1 8

2. 3. 3 R o b u st s ol uti o n

W e n o w i ntr o d u c e d efi niti o n s of r o b u st s ol uti o n s t h at  w e ar e g oi n g t o u s e i n t h e r e m ai n d er of t h e p a p er.  Fir st,  w e n oti c e

t h at t h e l eft- h a n d si d e of (1 3 b ) i s e q ui v al e nt t o:

G m a x (q , r , 𝛾, H ) ∶ = m a x
(w ,d ) ∈H

(x ,u ) =z (q ,r ,w ,d )

G (x , u , w , d , 𝛾) ( 1 4)

U si n g ( 1 4 ) all o w s u s t o i ntr o d u c e t h e n e c e s s ar y d efi niti o n s.
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 7 5

D efi niti o n 1 ( S c e n ari o).  A s c e n ari o i s a r e ali z ati o n of t h e u n c ert ai nt y (w , d ) ∈ W N × D .

D efi niti o n 2 ( W or st- c a s e s c e n ari o).  A w orst- c as e s c e n ari o f or a gi v e n (q , r , 𝜇) i s a r e ali z ati o n of t h e

u n c ert ai nt y (w ∗ , d ∗ ) ∈ W N × D t h at  m a xi mi s e s c o n str ai nt vi ol ati o n:

(x ∗ , u ∗ , w ∗ , d ∗ ) ∈ ar g  m a x
(w ,d ) ∈W N × D

(x ,u ) =z (q ,r ,w ,d )

G (x , u , w , d , 𝜃) ( 1 5)

D efi niti o n 3 ( R o b u st s ol uti o n).  A tri pl e (q ∗ , r ∗ , 𝜃∗ ) i s c all e d a r o b ust s ol uti o n if G m a x (q ∗ , r ∗ , 𝜌∗ , w , d ) ≤ 0 f or

all (w , d ) ∈ W N × D .

D efi niti o n 4 ( S ol uti o n r o b u st t o s s c e n ari o s).  A tri pl e (q ∗ , r ∗ , 𝜌∗ ) i s c all e d a r o b ust s ol uti o n t o t h e s s c e n ari os

i n H if G m a x (q ∗ , r ∗ , 𝜃∗ , w , d ) ≤ 0 f or all (w , d ) ∈ H a n d c ar d H = s.

3 L O C A L  R E D U C T I O N  F O R  O P T I M A L  C O N T R O L

W e  will n o w e xt e n d t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d s 1 8 t o r o b u st n o nli n e ar o pti m al c o ntr ol.

3. 1 Al g o rit h m

T h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d 1 8 c o n si st s i n it er ati v el y s ol vi n g fi nit e- di m e n si o n al o pti mi z ati o n pr o bl e m s.  W e u s e t h e l o c al

r e d u cti o n  m et h o d s f or t h e pr o bl e m ( 9) or ( 1 2) b y it er ati v el y s ol vi n g o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s p ar a m etri z e d b y s c e n ari o s.

T h e it er ati o n s alt er n at e b et w e e n s ol vi n g  mi ni mi z ati o n a n d  m a xi mi z ati o n st e p s t h at  will n o w b e d e s cri b e d.

3. 2 Mi ni mi z ati o n st e p

T h e l o c al r e d u cti o n al g orit h m f or r o b u st o pti m al c o ntr ol i s s h o w n i n  Al g orit h m 1 .  T h e pr o p o s e d al g orit h m i n it er ati o n j

s ol v e s a n o pti m al c o ntr ol pr o bl e m of t h e f or m ( 9) or ( 1 2) a s s u mi n g t h at t h e n u m b er of s c e n ari o s c ar d H j at st e p j i s fi nit e.

T h e al g orit h m n e e d s a n i niti al g u e s s f or t h e p ar a m et er s of t h e c o ntr oll er.  F or i n st a n c e, t h e i niti al g u e s s c a n b e o bt ai n e d b y

Al g o rit h m 1: E x a ct l o c al r e d u cti o n  m et h o d

I n p ut: I niti al g u e s s f or q , r , 𝜌 a n d H 1 ≠ ∅

O ut p ut: O pti m al q ∗ , r ∗ , 𝜃 ∗ , s et of s c e n ari o s H ∗

1 S et q 1 ← q , r 1 ← r , 𝜃 1 ← 𝜌 , j ← 1

2 r e p e at

3 C o m p ut e G m a x (q j, r j, 𝜃j, W N × D ) a n d a  m a xi mi z er (x j, u j, w j, d j) b y s ol vi n g ( 1 4)  wit h H = W N × D .

4 if G m a x (q j, r j, 𝜌j, W N × D ) ≤ 0 t h e n

5

H j+ 1 ← H j

6 el s e

7 A d d n e w s c e n ari o

H j+ 1 ← H j ∪ {( w j, d j) } ( 1 6)

8 Fi n d a (q j+ 1 , r j+ 1 , 𝜋j+ 1 ) t h at s ol v e s  N (H j+ 1 ) u si n g ( 9) or ( 1 2).

9 e n d

1 0 S et j ← j + 1

1 1 S et (q ∗ , r ∗ , 𝜋∗ ) ← (q j, r j, 𝜋j) a n d H ∗ ← H j.

1 2 u ntil c ar d H j = c ar d H j− 1 ;
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1 3 7 6 Z A G O R O W S K A e t  a l.

s ol vi n g ( 1 2) f or o n e s c e n ari o, t h at i s, c ar d H 1 = 1.  Alt er n ati v el y, t h e i niti al g u e s s c a n b e f o u n d b y s ol vi n g ( 1 2) f or a s m all

n u m b er of s c e n ari o s, o bt ai n e d f or e x a m pl e fr o m a c o ar s e di s cr eti z ati o n of t h e u n c ert ai nt y s et. 2 5

I n t h e fir st st e p of  Al g orit h m 1 (li n e 3), t h e al g orit h m c h e c k s  w h et h er  w or st- c a s e s c e n ari o s e xi st t h at  w o ul d l e a d t o

a vi ol ati o n of c o n str ai nt s ( 1 1 ). If n o c o n str ai nt s ar e vi ol at e d (li n e 4), t h e c urr e nt p ar a m et er s gi v e a r o b u st s ol uti o n t o t h e

c urr e nt s et of s c e n ari o s H j. If t h er e e xi st s at l e a st o n e vi ol at e d c o n str ai nt, t h e n a s c e n ari o c orr e s p o n di n g t o t h e  m a xi m u m

c o n str ai nt vi ol ati o n i s a d d e d t o t h e s c e n ari o s et H j+ 1 i n t h e n e xt it er ati o n (li n e 7).  T h e n e w s et H j+ 1 i s t h e n u s e d t o fi n d a

n e w s et of c o ntr ol p ar a m et er s (li n e 9).  T h e al g orit h m e n d s if n o n e w s c e n ari o s ar e a d d e d, t h at i s, c ar d H j = c ar d H j− 1 .

I n t hi s  w or k, a n y s c e n ari o c orr e s p o n di n g t o t h e  m a xi m u m c o n str ai nt vi ol ati o n c a n b e a d d e d t o t h e s et of s c e n ari o s.

H o w e v er, it h a s b e e n s h o w n t h at c o m p ut ati o n al p erf or m a n c e  m a y b e i m pr o v e d if  m ulti pl e s c e n ari o s ar e a d d e d. 2 6

3. 3 M a xi mi z ati o n st e p

T h e  m a xi mi z ati o n st e p c o n si st s i n s ol vi n g ( 1 4 ) wit h H = W N × D . S ol vi n g (1 4 ) i s e q ui v al e nt t o s ol vi n g n g ⋅ (N − 1 ) + 1

o pti mi z ati o n pr o bl e m s,  w h er e n g d e n ot e s t h e n u m b er of el e m e nt s i n t h e v e ct or f u n cti o n g (⋅) fr o m c o n str ai nt s i n (6 ).  T h e

al g orit h m i s pr e s e nt e d i n  Al g orit h m 2 .  Wit h o ut l o s s of g e n er alit y,  w e a s s u m e t h at t h e fir st c o n str ai nt t o i n cl u d e i n t h e

m a xi mi z ati o n pr o bl e m c orr e s p o n d s t o t h e r ef or m ul at e d o bj e cti v e f u n cti o n ( 5 ).  A s c e n ari o t h at c orr e s p o n d s t o  m a xi m al

v al u e of t hi s c o n str ai nt i s a d d e d t o a n a u xili ar y s et K .  T h e r e m ai ni n g n g ⋅ (N − 1 ) c o n str ai nt s ar e i n cl u d e d a s o bj e cti v e s i n

t h e r e s p e cti v e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s (li n e s 4 t o 8 i n  Al g orit h m 2 ).  N ot e t h at t h e pr o bl e m c orr e s p o n di n g t o t h e o bj e cti v e

(li n e 2) a n d all t h e pr o bl e m s c orr e s p o n di n g t o t h e c o n str ai nt s (li n e s 4 t o 8) c a n b e s ol v e d i n p ar all el.

Al g o rit h m 2: M a xi mi z ati o n – Li n e 3 i n  Al g orit h m 1

I n p ut: C urr e nt v al u e s of q j, r j, 𝜇 j

O ut p ut: W or st c a s e s c e n ari o (w j, d j) i n it er ati o n j

1 Fi n d a n y x ∗ , u ∗ , w ∗ , d ∗ t h at s ol v e s:

m a x
x ,u ,w ,d

J N (x , u , w , d ) − 𝜃 j

s.t. (x , u ) = z (q j, r j, w , d )

(w , d ) ∈ W N × D

2 S et K ← (w ∗ , d ∗ , J N (x ∗ , u ∗ , w ∗ , d ∗ ) − 𝜃 j)

3 f o r h = 1 , … , n g d o

4 f o r k = 1 , … , N − 1 d o

5 Fi n d a n y x ∗ , u ∗ , w ∗ , d ∗ t h at s ol v e s:

m a x
x ,u ,w ,d

e T
h
g k (x k , u k , w k , d )

s.t. (x , u ) = z (q j, r j, w , d )

(w , d ) ∈ W N × D

S et K ← K ∪ ( w ∗ , d ∗ , e T
h
g k (x

∗
k
, u ∗

k
, w ∗

k
, d ∗ ))

6 e n d

7 e n d

8 S et v ∗ ← m a x { v 3 ∣ (v 1 , v 2 , v 3 ) ∈ K } ;

9 C h o o s e a n y (w j, d j) ∈ {(v 1 , v 2 ) ∣ (v 1 , v 2 , v ∗ ) ∈ K }

All  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s ar e s u bj e ct t o t h e s a m e e q u alit y c o n str ai nt s c a pt uri n g t h e d y n a mi c s.  T hi s f or m ul ati o n

all o w s u s t o tr e at t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s a s o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s a n d pr e s er v e t h e s p ar sit y of t h e r el e v a nt

J a c o bi a n s a n d  H e s si a n s.  W e s ol v e t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s a s o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  w h er e q , r , a n d 𝜌 ar e k n o w n

p ar a m et er s  w h er e a s w a n d d ar e tr e at e d a s u n k n o w n i n p ut s.  T h u s, t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s c a n b e s ol v e d u si n g a n y

off-t h e- s h elf s ol v er f or o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s.
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 7 7

S ol vi n g ( 1 4 ) wit h H = W N × D c orr e s p o n d s t o li n e s 4 t o 8 i n  Al g orit h m 2 a n d c a n b e d o n e b y s ol vi n g a n u m b er of

fi nit e- di m e n si o n al o pti mi z ati o n pr o bl e m s i n p ar all el.2 3

3. 4 A n al y si s

3. 4. 1 C o n v er g e n c e of  Al g orit h m 1

T h e c o n v er g e n c e of l o c al r e d u cti o n  m et h o d i n t h e c a s e of t h e f or m ( 1)  w a s s h o w n i n s e v er al pr e vi o u s  w or k s. 1 8, 2 7, 2 8 T h e

a ut h or s r e q uir e d t h at t h e s et s  a n d  i n ( 1) ar e n o n- e m pt y a n d c o m p a ct, a n d t h at t h e f u n cti o n s Q a n d R ar e c o nti n u o u s

wit h r e s p e ct t o all t h eir ar g u m e nt s.  T h e y s h o w e d t h at t h e s e q u e n c e of s ol uti o n s o bt ai n e d f or a s e q u e n c e of fi nit e a n d

c o u nt a bl e s u b s et s of  c o n v er g e s t o t h e s ol uti o n of ( 1).  A di s c u s si o n o n c o n v er g e n c e r at e of l o c al r e d u cti o n  m et h o d s al s o

f oll o w s.1 6 W e s h o w i n  T h e or e m 2 w h e n t h e  Al g orit h m 1 s ol v e s pr o bl e m ( 8).

T h e o r e m 2. T h e s ol uti o n (q ∗ , r ∗ , 𝜇∗ ) o bt ai n e d fr o m  Al g orit h m 1 f or a n o n- e m pt y a n d c o m p a ct s et W N × D

c o n v er g es t o t h e s ol uti o n of ( 8) if t h e s et F ⊂ R n q × R n r × R s u c h t h at  G ∶ F × W N × D → R n g is n o n- e m pt y a n d

c o m p a ct .

Pr o of. Fr o m  T h e or e m 1 , w e h a v e 𝜃 ∶ = ( q , r , 𝜃) a n d 𝜌 ∶ = ( w , d ),  ∶ = F ,  ∶ = H . I n ( 1 2),  w e t a k e Q (𝜌 ) ∶ = 𝜃

w hi c h i s li n e ar a n d t h u s c o nti n u o u s.  T h e n  w e h a v e R (𝜌, 𝜃 ) ∶ = G (q , r , 𝜃, w , d ) w hi c h i s c o nti n u o u s b e c a u s e

b ot h  m a x h ,k e T
h
g k (⋅, ⋅, ⋅, ⋅) a n d J N (⋅, ⋅, ⋅, ⋅) ar e c o nti n u o u s.  T h e pr o of f oll o w s  L e m m a 2. 2 fr o m a pr e vi o u s

st u d y. 2 8 ▪

T h e or e m 2 r e q uir e s t h e c o n str ai nt s i n G t o b e d efi n e d o v er a c o m p a ct s et F × W N × D .  A s a dir e ct c o n s e q u e n c e,  w e

o bt ai n  R e m ar k 1 .

R e m ar k 1 ( B o u n d e d n e s s of c o n str ai nt s). G m a x i s b o u n d e d o n F × W N × D , t h at i s,

∃ m , M ∈ R ∶ ∀( q , r , 𝜌, w , d ) ∈ F × W N × D ∶ m ≤ G m a x (q , r , 𝜃, w , d ) ≤ M ( 1 7)

Pr o of. T h e pr o of f oll o w s dir e ctl y fr o m t h e e xtr e m e v al u e t h e or e m b e c a u s e G m a x (q , r , 𝜌, w , d ) i s c o nti n u o u s

o v er a c o m p a ct s et F × W N × D . ▪

B o u n d e d n e s s of G e n s ur e s t h at t h e  m a xi mi z ati o n st e p pr e s e nt e d i n  Al g orit h m 2 i s  w ell- p o s e d. S e cti o n 3. 5. 1 will f urt h er

d e m o n str at e t h e i m p a ct of b o u n d e d n e s s o n t h e s ol uti o n o bt ai n e d fr o m  Al g orit h m 1 .

W e al s o n ot e t h at si mil arl y t o  A s s u m pti o n 1 , t h e r e q uir e m e nt of b o u n d e d n e s s of G n e e d n ot i m pl y st a bilit y of t h e

d y n a mi c s ( 3 ). I n p arti c ul ar, t h e  m et h o d c a n b e u s e d f or s ol vi n g fi nit e h ori z o n o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h u n st a bl e

li n e ar d y n a mi c s aff e ct e d b y u n c ert ai nt y, a s  will b e d e m o n str at e d i n S e cti o n 4 .

3. 4. 2 C o n str ai nt dr o p pi n g

T h e  m et h o d pr e s e nt e d i n  Al g orit h m 1 a s s u m e s t h at t h e c ar di n alit y of t h e s et s H j i s i n cr e a si n g  wit h j, t h at i s, H j ⊂ H j+ 1 f or

all j.  T h e i n cr e a si n g c ar di n alit y c orr e s p o n d s t o a n i n cr e a s e i n t h e si z e of t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m i n li n e 9 i n  Al g orit h m 1 .

T h e a ut h or s 1 8 pr o vi d e a d diti o n al c o n v e xit y c o n diti o n s all o wi n g o n e t o dr o p el e m e nt s fr o m t h e s et H j. I n p arti c ul ar, t h e y

r e q uir e (1 a ) t o b e stri ctl y c o n v e x  wit h r e s p e ct t o 𝜋 a n d R (𝜋 ) t o b e c o n v e x  wit h r e s p e ct t o 𝜋 f or 𝛾 ∈  .  F oll o wi n g  T h e or e m 1 ,

t h e c o n diti o n s pr o vi d e d i n pr e vi o u s  w or k s1 8 c orr e s p o n d t o stri ct c o n v e xit y of ( 1 2 a ), a n d c o n v e xit y of G (z (⋅, ⋅, w , d ), w , d , ⋅)

f or a n y (w , d ) ∈ W N × D . I n t h e c urr e nt w or k, w e d o n ot a s s u m e c o n v e xit y of (1 1 ) a n d (1 2 a ) i s o nl y c o n v e x, n ot stri ctl y

c o n v e x, s o dr o p pi n g c o n str ai nt s fr o m t h e s et H j d o e s n ot g u ar a nt e e c o n v er g e n c e of t h e l o c al r e d u cti o n al g orit h m.  T o

e n a bl e c o n str ai nt dr o p pi n g,  w e c o n si d er a s p e ci al c a s e of pr o bl e m ( 8)  w h er e t h e c o st i s i n d e p e n d e nt of t h e u n c ert ai nt y:

 N (H ) ∶ mi n
q ,r

x i,u i,

∀ i∈ J

J N (q , r ) ( 1 8 a)

s.t. g k (x
i
k
, u i

k
, w i

k
, d i) ≤ 0 , ∀ i ∈ J , k = 0 , … , N − 1 ( 1 8 b)

(x i, u i) = z (q , r , w i, d i), ∀ i ∈ J ( 1 8 c)
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1 3 7 8 Z A G O R O W S K A e t  a l.

T h e n  w e c a n a dj u st  Al g orit h m 1 t o Pr o bl e m ( 1 8) t o e n a bl e dr o p pi n g c o n str ai nt s.  Fir st l et u s r e writ e (1 1 ) a s:

G (x i, u i, w i, d i) ∶ = m a x
h ,k

e T
h
g k (x

i
k
, u i

k
, w i

k
, d i) ( 1 9)

a n d ( 1 4 ) a s:

G m a x ,n e w (q , r , H ) ∶ = m a x
(w ,d ) ∈H

(x ,u ) =z (q ,r ,w ,d )

G (x , u , w , d ) ( 2 0)

w h er e (q , r ) ∈ F n e w ⊂ R n q × R n r ar e f o u n d i n a s u b s et of t h e  w h ol e s e ar c h s p a c e.

T h e o r e m 3 ( A d a pt e d1 8 ). If JN (⋅, ⋅) is stri ctl y c o n v e x, (1 9 ) is c o n v e x  w.r.t. x i
k

a n d u i
k

f or a n y (w i
k
, d i) ∈ W × D ,

a n d F n e w is c o n v e x, t h e n ( 1 6) c a n b e r e pl a c e d b y:

H j+ 1 ← H j ∪
(
w j, d j

)
⧵ Z j ( 2 1)

w h er e

Z j ∶ =
{
(w , d ) ∈ H j|G m a x ,n e w

(
q j, r j, H j

)
< 0

}
( 2 2)

a n d t h e s ol uti o n of t h e  m o difi e d al g orit h m  will c o n v er g e t o t h e s ol uti o n of ( 1 8) .

Al g o rit h m 3: I n e x a ct l o c al r e d u cti o n  m et h o d

I n p ut: I niti al g u e s s f or q , r , 𝜇 , H 1 ≠ ∅ , a n d t h e t ol er a n c e s 𝜃 w a n d 𝜃 d

O ut p ut: O pti m al q ∗ , r ∗ , 𝜌 ∗ , s et of s c e n ari o s H ∗ t h at i n cl u d e s t h e  w or st- c a s e

1 S et q 1 ← q , r 1 ← r , 𝜌 1 ← 𝜃 , j ← 1

2 r e p e at

3 C o m p ut e G m a x (q j, r j, 𝜌j, W N × D ) a n d a  m a xi mi z er (x j, u j, w j, d j) b y s ol vi n g ( 1 4)  wit h H = W N × D .

4 if G m a x (q j, r j, 𝜃j, W N × D ) ≤ 0 t h e n

5

H j+ 1 ← H j ( 2 3)

6 el s e

7 f o r all (w , d ) ∈ H j d o

8 if 1

N
‖ w j − w ‖ 2

2
> 𝜃 w o r ‖ d j − d ‖ 2

2
> 𝜌 d t h e n

9

H j+ 1 ← H j ∪ ( w j, d j) ( 2 4)

1 0 el s e

1 1

H j+ 1 ← H j ( 2 5)

1 2 e n d

1 3 e n d

1 4 Fi n d a (q j+ 1 , r j+ 1 , 𝜃j+ 1 ) t h at s ol v e s  N (H j+ 1 ) u si n g ( 9) or ( 1 2).

1 5 e n d

1 6 S et (q ∗ , r ∗ , 𝜌∗ ) ← (q j, r j, 𝜋j) a n d H ∗ ← H j.

1 7 S et j ← j + 1.

1 8 u ntil c ar d H j = c ar d H j− 1 ;
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 7 9

Pr o of. T a ki n g 𝜇 ∶ = ( q , r ), 𝜃 ∶ = ( w , d ), Q (𝜃 ) ∶ = J N (q , r ), R (𝜌, 𝜌 ) ∶ = G (z (q , r , w , d ), w , d ),  ∶ = F n e w ⊂ R n q ×

R n r i n ( 1 8)  w e o bt ai n t h e f or m of ( 1).  T h e n t h e pr o of f oll o w s fr o m t h e or e m s 2. 2 t o 2. 4 i n

R ef er e n c e 1 8 . ▪

3. 5 I n e x a ct l o c al r e d u cti o n

T o si m plif y t h e e x a ct l o c al r e d u cti o n fr o m  Al g orit h m 1 w e pr o p o s e a n i n e x a ct f or m ul ati o n of t h e al g orit h m f o c u si n g

o n n u m eri c al pr o p erti e s of t h e s ol v er s u s e d f or t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s.  T h e e x a ct al g orit h m f or l o c al r e d u cti o n

pr e s e nt e d i n  Al g orit h m 1 a s s u m e s t h at t h e  m a xi mi z ati o n st e p fi n d s t h e gl o b al s ol uti o n s t o t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m a n d

o nl y o n e s c e n ari o o bt ai n e d i n t hi s st e p i s t h e n a d d e d t o t h e s c e n ari o s et.  T h e s e a s s u m pti o n s ar e oft e n diffi c ult t o s ati sf y.

I n pr a cti c e, t h er e ar e t w o p o s si bl e c a s e s:

1.  T h e  m a xi mi z ati o n st e p i n a gi v e n it er ati o n h a s  m ulti pl e s ol uti o n s i n g e n er al, b ut o nl y a li mit e d n u m b er i s u s e d,

2.  T h e  m a xi mi z ati o n st e p i s s ol v e d a p pr o xi m at el y.

I n p arti c ul ar,  w e  will f o c u s o n a n al y zi n g t h e c a s e  w h e n l o c al s ol v er s ar e u s e d.

If a gl o b al s ol v er i s u s e d, b ut o nl y a li mit e d n u m b er of s c e n ari o s i s a d d e d, t h e l o c al r e d u cti o n al g orit h m n e e d s  m or e

it er ati o n s t o fi n d a s ol uti o n t h a n i n t h e c a s e of a d di n g all t h e s c e n ari o s.5 T h er ef or e t h er e e xi st s a tr a d e- off b et w e e n t h e

s p e e d of c o n v er g e n c e of t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d a n d t h e si z e of t h e pr o bl e m s ol v e d i n t h e  mi ni mi z ati o n st e p.  W e s h o w

t h e i m p a ct of a p pr o xi m at e s ol uti o n s b y c o n si d eri n g si mil arit y of s c e n ari os, t h at i s,  w h e n t h e i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s

fr o m li n e 3 i n  Al g orit h m 1 ar e c o n si d er e d si mil ar.

D efi niti o n 5 ( Si mil ar s c e n ari o s).  L et (w 1 , d 1 ) a n d (w 2 , d 2 ) b e t w o s c e n ari o s a n d l et 𝜃 w ≥ 0 a n d 𝜌 d ≥ 0 b e

fi x e d p ar a m et er s.  T h e t w o s c e n ari o s ar e si mil ar if

1

N
||w 1 − w 2 ||22 ≤ 𝜃 w ( 2 6)

a n d

||d 1 − d 2 ||22 ≤ 𝜃 d . ( 2 7)

U si n g  D efi niti o n 5 ,  w e  m o dif y li n e 7 i n  Al g orit h m 1 s o t h at t h e s c e n ari o (w j, d j) i n it er ati o n j i s a d d e d t o t h e c urr e nt s et

of s c e n ari o s if it i s n ot si mil ar t o a n y of t h e s c e n ari o s i n H j.  Al g orit h m 3 s u m m ari z e s t h e i n e x a ct l o c al r e d u cti o n  m et h o d

wit h t h e e v al u ati o n of  w h e n t h e s c e n ari o s ar e si mil ar.

3. 5. 1 I m p a ct of si mil arit y of s c e n ari o s

T h e al g orit h m pr o vi d e s a s ol uti o n t h at i s r o b u st t o s s c e n ari o s i n t h e s e n s e of  D efi niti o n 4 , w h er e s = c ar d H ∗ . Fr o m

R e m ar k 1 a n d ( 1 1 ),  w e alr e a d y h a v e t h at f or a n y t w o s c e n ari o s (w 1 , d 1 ), (w 2 , d 2 ), t h e c o n str ai nt s g k ar e b o u n d e d

a n d h e n c e:

||g k (z
1
k
, w 1

k
, d 1

k
) − g k (z

2
k
, w 2

k
, d 2

k
)||2 ≤ ||g k (z

1
k
, w 1

k
, d 1

k
)||2 + ||g k (z

2
k
, w 2

k
, d 2

k
)||2 ≤ 2 M . ( 2 8)

A ti g ht er b o u n d c a n b e o bt ai n e d if  w e u s e  A s s u m pti o n 1 a n d n ot e t h at f or a c h o s e n p ar a m et eri z ati o n q ∗ , r ∗ , 𝜌∗ t h e

tr aj e ct ori e s z ar e  BI B O- st a bl e  w.r.t. di st ur b a n c e s, t h at i s,

∀ 𝜃 w > 0 ∶ ||(w , d )||2 ≤ 𝜌 w ⇒ ∃ 𝜋 z > 0 ∶ ||z ||2 ≤ 𝜋 z ( 2 9)

T h e or e m 4 u s e s ( 2 9 ) t o s h o w t h e i m p a ct of t h e si mil arit y of s c e n ari o s o n t h e c o n str ai nt s ati sf a cti o n.

T h e o r e m 4. L et (w 1 , d 1 ), (w 2 , d 2 ) b e t w o i d e nti c al s c e n ari os  wit h 𝜋 w = 1

N
𝛾 ∗

w a n d 𝛾 d = 𝜖 ∗
d
, a n d ||(w i, d i)||2 ≤ 𝜍 w

f or i = 1 , 2. L et q ∗ , r ∗ , 𝛾∗ b e t h e s ol uti o n of ( 8) o bt ai n e d f or (w 1 , d 1 ) a n d l et z 1 = z (q ∗ , r ∗ , w 1 , d 1 ),
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1 3 8 0 Z A G O R O W S K A e t  a l.

z 2 = z (q ∗ , r ∗ , w 2 , d 2 ). T h e n t h e c o nstr ai nt vi ol ati o n f or (w 2 , d 2 ) is b o u n d e d a n d

||g k

(
z 1

k
, w 1

k
, d 1

k

)
− g k

(
z 2

k
, w 2

k
, d 2

k

)
||22 ≤ L 2

(
𝜇 ∗

w + 𝜃 ∗
d

+ 4 𝜃 2
z

)
( 3 0)

w h er e z i
k

is t h e tr aj e ct or y z i at ti m e k , i = 1 , 2, a n d L is a l o c al Li ps c hit z c o nst a nt f or a gi v e n k .

Pr o of. W e h a v e

||w 1 − w 2 ||22 ≤ 𝜌 ∗
w ( 3 1)

a n d

||d 1 − d 2 ||22 ≤ 𝜌 ∗
d
. ( 3 2)

W e c a n  writ e ( 3 1 ) a s:

||w 1 − w 2 ||22 = ||
(
w 1

1 − w 2
1 , … , w 1

N − w 2
N

)
||22

=

‖
‖
‖
‖
‖
‖

N∑

k = 1

e k (w
1
k

− w 2
k
)

‖
‖
‖
‖
‖
‖

2

2

≤ 𝜃 ∗
w ( 3 3)

w h er e e k i s t h e k t h r o w of a n i d e ntit y  m atri x I N .  Wit h o ut l o s s of g e n er alit y,  w e c a n a s s u m e t h at w 1
k

− w 2
k

≠ 0

f or k = 1 , … , N .  T h e n fr o m ort h o g o n alit y of t h e s et
{
e k

(
w 1

k
− w 2

k

) }
k = 1 , … ,N

, a n d u si n g (3 1 ),  w e g et fr o m t h e

P yt h a g or e a n t h e or e m:

𝜌 ∗
w ≥

‖
‖
‖
‖
‖
‖

N∑

k = 1

e k

(
w 1

k
− w 2

k

)
‖
‖
‖
‖
‖
‖

2

2

=

N∑

k = 1

||e k

(
w 1

k
− w 2

k

)
||22 . ( 3 4)

T a ki n g i nt o a c c o u nt t h at ||e k

(
w 1

k
− w 2

k

)
||2

2
≥ 0 f or all k a n d ||e k

(
w 1

k
− w 2

k

)
||2

2
= ||

(
w 1

k
− w 2

k

)
||2

2
i n (3 4 ),  w e g et:

||w 1
k

− w 2
k
||22 ≤ 𝜃 ∗

w ( 3 5)

f or all k = 1 , … , N . S u m mi n g u p (3 2 ) a n d (3 5 ) gi v e s:

||w 1
k

− w 2
k
||22 + ||d 1 − d 2 ||22 ≤ 𝜃 ∗

d
+ 𝜌 ∗

w ( 3 6)

T h e n  w e h a v e:

||(w 1
k

− w 2
k
, 0 )||22 + ||(0 , d 1 − d 2 )||22 = ||

(
w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22 ( 3 7)

w h er e 0 d e n ot e s t h e ori gi n of R n d a n d  w e u s e d t h e P yt h a g or e a n t h e or e m i n R n d + 1 . T h e n w e h a v e:

||
(
w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22 = ||

(
0 , w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22 ( 3 8)

w h er e 0 d e n ot e s t h e ori gi n of R n x + n u .

At t h e s a m e ti m e, fr o m t h e a s s u m pti o n t h at g k i s c o nti n u o u sl y diff er e nti a bl e  wit h r e s p e ct t o all it s

ar g u m e nt s,  w e g et t h e l o c al  Li p s c hit z c o n diti o n [ C h a p. 2]: 2 9

||g k

(
z 1

k
, w 1

k
, d 1

)
− g k

(
z 2

k
, w 2

k
, d 2

)
||2 ≤ L ||

(
z 1

k
, w 1

k
, d 1

)
−

(
z 2

k
, w 2

k
, d 2

)
||2 ( 3 9)
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 8 1

w h er e L i s t h e l o c al  Li p s c hit z c o n st a nt of g k .  T a ki n g a s q u ar e i n (3 9 ) a n d u si n g (3 8 ),  w e o bt ai n:

||g k

(
z 1

k
, w 1

k
, d 1

)
− g k

(
z 2

k
, w 2

k
, d 2

)
||22 ≤ L 2 ||

(
z 1

k
, w 1

k
, d 1

)
−

(
z 2

k
, w 2

k
, d 2

)
||22

= L 2 ||
(
z 1

k
− z 2

k
, 0 , 0

)
+

(
0 , w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22

= L 2
(
||z 1

k
− z 2

k
||2 + ||

(
w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22

)

≤ L 2
( (

||z 1
k
|| + ||z 2

k
||
) 2

+ ||
(
w 1

k
− w 2

k
, d 1 − d 2

)
||22

)

≤ L 2
(
𝜇 ∗

d
+ 𝜃 ∗

w + 4 𝜃 2
z

)
( 4 0)

w hi c h c o n cl u d e s t h e pr o of. ▪

I n a si mil ar  w a y t h e pr o of c a n b e d o n e f or t h e c o n str ai nt fr o m ( 9 d ) b e c a u s e t h e c o st J N i s al s o c o nti n u o u sl y

diff er e nti a bl e.

T h e or e m 4 s h o w s t h at t h e s ati sf a cti o n of c o n str ai nt s d e p e n d s o n:

1.  T h e l o c al  Li p s c hit z c o n st a nt of t h e c o n str ai nt s,

2.  T h e r e s p o n s e of t h e s y st e m t o di st ur b a n c e s,

3.  T h e c h oi c e of si mil arit y of s c e n ari o s.

T h e l o c al  Li p s c hit z c o n st a nt a n d t h e r e s p o n s e t o di st ur b a n c e s ar e i n h er e nt t o t h e s y st e m.  W e n ot e fr o m  T h e or e m 4

t h at t h e a s s u m pti o n a b o ut h a vi n g a gl o b al s ol uti o n t o t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m i n  Al g orit h m 1 i s cr u ci al t o e n s ur e n o

c o n str ai nt vi ol ati o n.  E v e n if t h e  m a xi mi z ati o n st e p i s s ol v e d e x a ctl y a n d 𝜌 w = 𝜌 d = 0, t h e c o n str ai nt vi ol ati o n i n ( 3 0 ) i s

d efi n e d b y 4 L 2 𝜃 2
z .  At t h e s a m e ti m e, t h e c h oi c e of p ar a m et er s i n  D efi niti o n 5 aff e ct s t h e c o n str ai nt s vi ol ati o n s.

W e al s o n ot e t h at ( 2 9 )  m a k e s n o a s s u m pti o n s o n 𝜌 z .  F or u n st a bl e s y st e m s, 𝜃 z m a y b e l ar g e, t h u s  m a ki n g t h e b o u n d i n

T h e or e m 4 u ni nf or m ati v e.  H o w e v er, t h e v al u e of 𝜃 z d e p e n d s al s o o n t h e c h o s e n c o ntr ol p oli c y 𝜌 k w hi c h c a n b e u s e d t o

m o dif y t h e c o ntr ol i n v ari a nt s et 3 0 a n d t h u s ti g ht e n t h e b o u n d.

F urt h er m or e, t h e i m p a ct of t h e si mil arit y of s c e n ari o s pr o vi d e s i nf or m ati o n a b o ut t h e s ol uti o n if l o c al, i n st e a d of

gl o b al, o pti mi z ati o n s ol v er s ar e u s e d t o s ol v e t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s.  T o  m a k e t hi s pr e ci s e, l et (w 1 , d 1 ) i n  T h e or e m 4

b e a l o c al s ol uti o n fr o m  Al g orit h m 2 , a n d l et (w 2 , d 2 ) b e a gl o b al s ol uti o n.  T a ki n g 𝜃 ∗
w a n d 𝜌 ∗

z s u c h t h at ||w 1 − w 2 ||2
2

≤ 𝜋 ∗
w ,

||d 1 − d 2 ||2
2

≤ 𝜋 ∗
d
, a n d ||(w i, d i)||2 ≤ 𝜋 w f or i = 1 , 2, t h e  m a xi m al c o n str ai nt vi ol ati o n i s b o u n d e d b y ( 3 0 ).

A s a dir e ct c o n s e q u e n c e of  T h e or e m 4 w e o bt ai n t h e f oll o wi n g r e s ult:

T h e o r e m 5. L et us ass u m e t h at  Al g orit h m 3 fi nis h e d  wit h s c e n ari o s et H ∗ , c ar d H ∗ = H . T h e c o n-

str ai nt vi ol ati o n f or s c e n ari o (w ∗ , d ∗ ) ∉ H ∗ is b o u n d e d b y (3 0 ) wit h 𝛾 ∗
w = m a x i= 1 , … ,H ||w i − w ∗ ||2

2
a n d

𝛾 ∗
d

= m a x i= 1 , … ,H ||d i − d ∗ ||2
2
.

Pr o of. Fr o m  T h e or e m 4 w e h a v e t h at f or all i = 1 , … , H :

||g k (z
i
k
, w i

k
, d i) − g k (z

∗
k
, w ∗

k
, d ∗ )||22 ≤ L 2

(
𝜖 ∗

w ,i + 𝜍 ∗
d ,i

+ 4 𝛾 2
z

)
( 4 1)

w h er e w e a s s u m e d t h at ||w i − w ∗ ||2
2

≤ 𝜖 ∗
w ,i

a n d ||d i − d ∗ ||2
2

≤ 𝜖 ∗
d ,i

.  T h u s,  w e h a v e:

||g k (z
i
k
, w i

k
, d i) − g k (z

∗
k
, w ∗

k
, d ∗ )||22 ≤ m a x

i= 1 , … ,H
L 2

(
𝜖 ∗

w ,i + 𝜖 ∗
d ,i

+ 4 𝜍 2
z

)

= L 2

(

m a x
i= 1 , … ,H

𝜖 ∗
w ,i + m a x

i= 1 , … ,H
𝜖 ∗

d ,i
+ 4 𝜍 2

z

)

( 4 2)

T a ki n g i n  T h e or e m 4

𝜖 ∗
w = m a x

i= 1 , … ,H
𝜖 ∗

w ,i = m a x
i= 1 , … ,H

||w i − w ∗ ||22

a n d

𝜖 ∗
d

= m a x
i= 1 , … ,H

𝜖 ∗
d ,i

= m a x
i= 1 , … ,H

||d i − d ∗ ||22

c o n cl u d e s t h e pr o of. ▪
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1 3 8 2 Z A G O R O W S K A e t  a l.

3. 5. 2 I m p a ct of n u m b er of s c e n ari o s

T h e b o u n d s o bt ai n e d i n  T h e or e m 5 all o w i nf er e n c e a b o ut c o n str ai nt vi ol ati o n i n a pr a cti c al i m pl e m e nt ati o n of

Al g orit h m 3 . I n p arti c ul ar,  w e  will n o w a n al y z e h o w fi xi n g t h e n u m b er of s c e n ari o s H aff e ct s t h e c o n str ai nt vi ol ati o n.  F or

si m pli cit y,  w e f o c u s o n t h e c o n str ai nt fr o m ( 9 b ) b ut a n a n al o g o u s r e a s o ni n g c a n b e d o n e f or (9 d ).  L et u s a s s u m e t h at t h e

f u n cti o n g k fr o m (9 b ) i s s u c h t h at:

g k ∶ R n x × R n u × R n w × R n d → Q k ⊂ R n g ( 4 3)

w h er e Q k i s  L e b e s g u e- m e a s ur a bl e.  T h e  L e b e s g u e  m e a s ur e of t h e s et  will b e c all e d it s n- di m e nsi o n al v ol u m e [ C h a p. 2 1]3 1

a n d d e n ot e d  V ol Q k = Ω k .  W e a s s u m e t h at t h e v al u e s of g k ar e fr o m a u nif or m di stri b uti o n o v er Q k f or a n y r e ali z ati o n of

u n c ert ai nt y.  L et u s al s o i ntr o d u c e f or e v er y s c e n ari o (w i, d i) ∈ H ∗ t h e f oll o wi n g s u b s et s:

S i
k , 𝜇

∶ =
{
g k ∈ Q k ∶ ||g k − g k

(
z i

k
, w i

k
, d i

)
||2 ≤ 𝜃

}
( 4 4)

w h er e 𝜃 ≥ 0 i s a c o n st a nt s u c h t h at S i
k , 𝜌

⊆ Q k .  T h e n  w e c a n i ntr o d u c e

S k , 𝜌 ∶ =

H q⋃

i

S i
k , 𝜃

( 4 5)

s u c h t h at S i
k , 𝜌

≠ S j

k , 𝜃
f or i, j = 1 , … , H q , i ≠ j. T h e s et fr o m (4 5 ) c oll e ct s H q s et s S i

k , 𝜃
c orr e s p o n di n g t o di sti n ct v al u e s of c o n-

str ai nt s g k

(
z i

k
, w i

k
, d i

)
o bt ai n e d fr o m s c e n ari o s

(
w i

k
, d i

)
a n d tr aj e ct ori e s z i

k
. W e h a v e t h at H 𝜌 ≤ H ,  wit h stri ct i n e q u alit y if at

l e a st t w o diff er e nt r e ali z ati o n s of s c e n ari o s
(
w i

k
, d i

)
,
(
w

j

k
, d j

)
a n d t h e c orr e s p o n di n g tr aj e ct ori e s z i

k
, z

j

k
, i ≠ j, i, j = 1 , … , H ,

l e a d t o t h e s a m e v al u e of t h e c o n str ai nt, t h at i s, g k

(
z i

k
, w i

k
, d i

)
= g k

(
z

j

k
, w

j

k
, d j

)
.  T h e n- di m e n si o n al v ol u m e of S k , 𝜃 i s n o w:

V ol S k , 𝜌 = V ol

H q⋃

i

S i
k , 𝜋

( 4 6)

Fr o m c o u nt a bl e s u b a d diti vit y of  L e b e s g u e  m e a s ur e, 3 2 w e g et  V ol
⋃

i S i
k , 𝜋

≤
∑

i V ol S i
k , 𝜋

, a n d t h e n:

V ol S 1
k , 𝛾

≤ V ol S k , 𝛾 ≤

H q∑

i

V ol S i
k , 𝜖

( 4 7)

N oti ci n g t h at S i
k , 𝜍

i s a b all i n R n g wit h r a di u s 𝛾 ,  w e h a v e [ p. 1 3 5]:3 3

V ol S i
k , 𝜖

=
𝜖

n g

2 𝜖 n g

Γ
(

n g

2
+ 1

) ( 4 8)

w h er e Γ i s t h e g a m m a f u n cti o n, a n d t h e n:

𝜖
n g

2 𝜍 n g

Γ
(

n g

2
+ 1

) ≤ V ol S k , 𝜖 ≤
H 𝜖 𝜍

n g

2 𝜖 n g

Γ
(

n g

2
+ 1

) . ( 4 9)

W e c a n n o w st at e:

T h e o r e m 6. L et us ass u m e t h at  Al g orit h m 3 is us e d t o s ol v e ( 8)  w h er e gk s atisfi es (4 3 ) f or all k = 0 , … , N − 1

wit h V ol Q k = Ω k , a n d t h e v al u es of g k ar e u nif or ml y distri b ut e d o v er Q k . L et us ass u m e t h at  Al g orit h m 3 fi nis h e d

wit h s c e n ari o s et H ∗ , c ar d H ∗ = H . L et us ass u m e t h at a t hr es h ol d 𝜖 ∈ R h as b e e n c h os e n s o t h at t h e s ets S i
k , 𝜖

fr o m (4 4 ) s atisf y S i
k , 𝜖

⊂ Q k f or all k = 0 , … , N − 1, i = 1 , … , H q . T h e pr o b a bilit y t h at t h e c o nstr ai nt vi ol ati o n
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 8 3

e x c e e ds t h e t hr es h ol d 𝜇 f or s c e n ari o (w ∗ , d ∗ ) ∉ H ∗ s u c h t h at gk (z
∗
k
, w ∗

k
, d ∗ ) = g

∗
k is b o u n d e d as f oll o ws:

1 −
𝜃

n g

2 𝜃 n g

Ω k Γ
(

n g

2
+ 1

) ≥ P
(
g

∗
k ∈ S c

k , 𝜌

)
≥ 1 −

H 𝜌 𝜃
n g

2 𝜌 n g

Ω k Γ
(

n g

2
+ 1

) ( 5 0)

w h er e S c
k , 𝜃

is t h e c o m pl e m e nt of t h e s et S k , 𝜃, t h at is, S c
k , 𝜌

∶ = Q k ⧵ S k , 𝜃.

Pr o of. Di vi di n g b y Ω k > 0 all t h e t er m s i n ( 4 9 )  w e o bt ai n

𝜌
n g

2 𝜋 n g

Ω k Γ
(

n g

2
+ 1

) ≤ P
(
g

∗
k ∈ S k , 𝜋

)
≤

H 𝜋 𝛾
n g

2 𝛾 n g

Ω k Γ
(

n g

2
+ 1

) ( 5 1)

b e c a u s e P
(
g

∗
k ∈ S k , 𝜖

)
∶ =

V ol S k , 𝜍

Ω k

. S u b stit uti n g P
(
g

∗
k ∈ S k , 𝛾

)
= 1 − P

(
g

∗
k ∈ S c

k , 𝜖

)
i nt o (5 1 ) a n d r e arr a n gi n g,  w e

o bt ai n ( 5 0 ). ▪

T h e or e m 6 c o m bi n e s t h e n u m b er of s c e n ari o s H 𝜖 o bt ai n e d fr o m l o c al r e d u cti o n  wit h t h e t hr e s h ol d f or c o n str ai nt

vi ol ati o n 𝜖 .  A s s u mi n g t h at g h a s b e e n n or m ali z e d s o t h at Ω k = 1,  w e r e writ e ( 5 0 ) a s:

P
(
g

∗
k ∈ S c

k , 𝜖

)
≥ 1 − 𝜍 H 𝜖 𝜖

n g ( 5 2)

w h er e 𝜍 ∶ = 𝜖
n g
2

Γ
(

n g

2
+ 1

) i s a c o n st a nt d e p e n di n g o n t h e n u m b er of c o n str ai nt s n g . W e s e e i n (5 2 ) t h at t h er e i s a tr a d e- off

b et w e e n t h e t hr e s h ol d 𝜖 a n d t h e n u m b er of s c e n ari o s H 𝜖 .  F or a gi v e n t hr e s h ol d 𝜖 , i n cr e a si n g t h e n u m b er of s c e n ar-

i o s  will d e cr e a s e t h e pr o b a bilit y of vi ol ati o n.  C o n v er s el y, if t h e n u m b er of s c e n ari o s i s c o n st a nt, a s m all t hr e s h ol d

m a y b e e x c e e d e d  wit h hi g h pr o b a bilit y.  A n e x a m pl e of t h e tr a d e- off i s s h o w n i n  Fi g ur e 1 a s a f u n cti o n of t h e

di m e n si o n s n g .

F I G U R E  1 Tr a d e- off b et w e e n t h e n u m b er of s c e n ari o s H 𝛿 a n d t h e d e sir e d t hr e s h ol d 𝛿 a s a f u n cti o n of di m e n si o n alit y n g of t h e

u n c ert ai nt y s p a c e.
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1 3 8 4 Z A G O R O W S K A e t  a l.

Fi n all y,  T h e or e m 6 h a s a pr a cti c al i nt er pr et ati o n.  A s s u mi n g t h at t h e all o w e d pr o b a bilit y of c o n str ai nt vi ol ati o n i s p d es ,

fr o m (5 2 )  w e o bt ai n a b o u n d o n t h e n u m b er of s c e n ari o s H 𝜇 t o s ati sf y t hi s r e q uir e m e nt f or a gi v e n 𝜃 :

H 𝜃 ≥
1 − p d es

𝜌 𝜌 n g
. ( 5 3)

T h e n u m b er of s c e n ari o s o bt ai n e d fr o m ( 5 3 ) c a n b e u s e d a s a n a d diti o n al st o p pi n g crit eri o n (li n e 1 8 i n  Al g orit h m 3 ).

Fi n all y, s h o ul d t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n s of t h e u n c ert ai nt y b e a v ail a bl e, o ur a p pr o a c h c a n b e e xt e n d e d t o e x pli citl y

i n cl u d e c h a n c e c o n str ai nt s a n d pr o b a bilit y di stri b uti o n s a pri ori i n t h e pr o bl e m f or m ul ati o n b y u si n g a n a p pr o pri at e

pr o bl e m str u ct ur e. 3 4

4 E X A M P L E S

W e  will fir st s h o w t h at t h e r e ali z ati o n of u n c ert ai nt y l e a di n g t o t h e  m a xi m al c o n str ai nt vi ol ati o n c a n b e a n y w h er e, n ot

n e c e s s aril y o n t h e b o u n d ar y of t h e u n c ert ai nt y s et e v e n f or a li n e ar s y st e m.  W e al s o s h o w t h e p erf or m a n c e of t h e l o c al

r e d u cti o n a p pli e d t o a n u n st a bl e s y st e m.

W e t h e n s h o w t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d d e s cri b e d i n S e cti o n 3 fi n d s s c e n ari o s fr o m i n si d e t h e u n c ert ai nt y s et s

a n d pr o vi d e s r o b u st s ol uti o n s t o o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h u n c ert ai nt y i n t w o n u m eri c al e x a m pl e s: t e m p er at ur e

c o ntr ol i n a r e si d e nti al b uil di n g a n d fl o w c o ntr ol i n a c e ntrif u g al c o m pr e s s or.  T h e s ol uti o n pr o vi d e d b y l o c al r e d u cti o n

i s t h e n c o m p ar e d  wit h t h e c a s e o bt ai n e d f or b o u n d ar y s c e n ari o s a n d f or s c e n ari o s c h o s e n r a n d o ml y fr o m a u nif or m

di stri b uti o n.

T h e e x a m pl e s  w er e i m pl e m e nt e d i n J uli a 1. 6 3 5 u si n g J u M P 0. 2 1. 4. 3 6 T h e pr o bl e m s  w er e t h e n s ol v e d u si n g I p o pt

v er si o n 3. 1 2. 1 0. 3 7 All t e st s  w er e p erf or m e d o n a n I nt el ®  C or e ™ i 7- 7 5 0 0 U  wit h 1 6  G B of  R A M.

4. 1 S c e n a ri o s  n ot o n t h e b o u n d a r y

A n e x a m pl e of s c e n ari o s n ot o n t h e b o u n d ar y f or a n o nli n e ar s y st e m  w a s pr o vi d e d i n pr e vi o u s  w or k s. 9, 1 0 W e s h o w t h at a

li n e ar s y st e m  wit h p ar a m etri c u n c ert ai nt y  m a y h a v e i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o i n t h e i nt eri or of t h e u n c ert ai nt y r a n g e.

T h e  w or st- c a s e s c e n ari o i n t h e s e n s e of  D efi niti o n 2 f or a r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m of t h e f or m ( 1 2)  m a y b e i n t h e

i nt eri or of t h e s et W × D .

L et u s a s s u m e t h at  w e h a v e a s y st e m  wit h d y n a mi c s aff e ct e d b y p ar a m etri c u n c ert ai nt y d :

x k + 1 = ( A + d )x k + B u k ( 5 4)

w h er e k = 1 , … , N a n d d ∈ [ d , d ], A , B ar e c o n st a nt s c al ar  m atri c e s, x 0 i s k n o w n.  L et u s a s s u m e f urt h er t h at t h e o pti m al

c o ntr ol pr o bl e m i n cl u d e s a c o n str ai nt of t h e f or m:

x k ≤ 0 ( 5 5)

T h e c o n str ai nt ( 5 5 )  m u st b e s ati sfi e d f or all k .  T h e  m a xi mi z ati o n st e p i n t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d c o n si st s i n s ol vi n g a

s eri e s of o pti mi z ati o n pr o bl e m s  wit h t h e o bj e cti v e f or e v er y k :

m a x
d

x k ( 5 6)

s u bj e ct t o (5 4 ) ( 5 7)

E v er y k c orr e s p o n d s t o a diff er e nt o pti mi z ati o n pr o bl e m of t h e f or m ( 5 7 ).

L et u s n o w t a k e k = 4, x 0 = 0, A = − 0 .5, B = 1, a n d  w e ar e l o o ki n g f or t h e  m a xi m al c o n str ai nt vi ol ati o n f or a c o n st a nt

d ∈ [ − 0 .5 , 0 .5 ].  L et u s a s s u m e t h at t h e c urr e nt o pti m al c o ntr ol i n p ut u k , k = 0 , … , 4 i s u 0 = u 2 = u 3 = − 1 a n d u 1 = u 4 = 1.
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 8 5

T h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m fr o m ( 5 7 ) b e c o m e s a  m a xi mi z ati o n of a f o urt h or d er p ol y n o mi al of d :

m a x
d

4∑

j= 0

u 4 − j( −0 .5 + d )j ( 5 8)

L o o ki n g f or t h e  m a xi m u m of t h e p ol y n o mi al ( 5 8 ) yi el d s d ≈ 0 .2  w hi c h i s n ot o n t h e b o u n d ar y of t h e i nt er v al [ −0 .5 , 0 .5 ].

T hi s e x a m pl e c o nfir m s t h at c o n si d eri n g b o u n d ar y s c e n ari o s  w o ul d  mi s s t h e a ct u al  w or st- c a s e s c e n ari o. I n a si mil ar

w a y, s el e cti n g a pri ori a n u m b er of s c e n ari o s  w o ul d r e s ult i n a d di n g u n n e c e s s ar y s c e n ari o s t h at  m a y or  m a y n ot b e t h e

w or st- c a s e s c e n ari o.

4. 2 U n st a bl e s y st e m

T o s h o w t h at t h e b o u n d e d n e s s of c o n str ai nt s r e q uir e d i n  T h e or e m 2 n e e d n ot i m pl y st a bilit y,  w e a n al y s e d a s y st e m  wit h

d y n a mi c s:

x k + 1 = a d x k + u k ( 5 9)

w h er e a = 2 .1, t h e u n c ert ai nt y d ∈ [ 0 .9 , 1 .1 ], a n d  wit h x 1 = 0 .5.  T h e c o n str ai nt s t o b e s ati sfi e d  w er e 0 ≤ x k ≤ 1, f or all

k = 1 , … , N wit h N = 1 0.  T h e c o ntr oll er u k w a s p ar a m et eri s e d a s a n affi n e f u n cti o n of t h e st at e:

u k = K x k + q k ( 6 0)

a n d t h e c o n str ai nt s u k ∈ [ − 1 , 1 ] w er e e nf or c e d b y a s m o ot h s at ur ati o n f u n cti o n

u s at
k

=
𝜇 0

𝜃 1 + e x p (𝜃 2 u k )
+ 𝜌 3 ( 6 1)

w h er e 𝜌 i ar e c o n st a nt s.  H er e 𝜃 0 = − 2 .0 2 2 9, 𝜌 1 = 1, 𝜃 2 = 1 .2 9 6 3, 𝜃 3 = 1 .0 1 1 4 5.  T h e o bj e cti v e  w a s t o  mi ni mi z e t h e s q u ar e

of t h e c o ntr ol o v er t h e  w h ol e h ori z o n N :

J =

N − 1∑

k = 0

u 2
k
. ( 6 2)

T h e tr aj e ct or y o bt ai n e d fr o m  m a xi mi z ati o n of t h e vi ol ati o n of t h e c o n str ai nt x 1 0 ≤ 1 i s s h o w n i n Fi g ur e 2 A .  T h e ti m e

h ori z o n i s fi nit e, N = 1 0, s o t h e tr aj e ct or y x i s b o u n d e d f or a n y v al u e of d a n d t h u s t h e l o c al r e d u cti o n c a n b e u s e d.  U si n g

t h e l o c al r e d u cti o n al g orit h m r e s ult e d i n t hr e e s c e n ari o s: d 1 = 1, d 2 = 0 .9, d 3 = 1 .1 t h at e n s ur e r o b u st n e s s, a s i n di c at e d

i n  Fi g ur e 2 B .  T h e tr aj e ct ori e s i n  Fi g ur e 2 B w er e o bt ai n e d f or 5 0 0 r a n d o ml y c h o s e n s c e n ari o s u nif or ml y di stri b ut e d i n

[0 .9 , 1 .1 ].

T h e e x a m pl e s h o w s t h at st a bilit y of t h e d y n a mi c s i s o pti o n al, pr o vi d e d t h e c o n str ai nt s ar e b o u n d e d.  N e v ert h el e s s, it i s

r e c o m m e n d e d t o t a k e i n st a bilit y i nt o a c c o u nt  w h e n n u m eri c all y s ol vi n g t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m s i n  Al g orit h m 2 . T o

s h o w t h e i nfl u e n c e of i n st a bilit y o n t h e n u m eri c al p erf or m a n c e,  w e c o m p ut e d t h e vi ol ati o n f or si x diff er e nt v al u e s of t h e

h ori z o n N a n d t h e r e s ult s ar e c oll e ct e d i n  T a bl e 1 .  F or i n st a n c e, t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s c a n b e s ol v e d a p pr o xi m at el y,

t er mi n ati n g a s s o o n a s a vi ol ati o n h a s b e e n f o u n d. S u c h a p pr o a c h e s c orr e s p o n d t o c h o o si n g l ar g e v al u e s of 𝜌 w a n d 𝜃 d i n

Al g orit h m 3 , s o t h e a n al y si s i n S e cti o n 3. 5. 1 h ol d s.

4. 3 Li n e a r s y st e m  wit h  p a r a m et ri c  u n c e rt ai nt y

T hi s n u m eri c al e x a m pl e c o n si st s i n a li n e ar s y st e m  wit h b ot h p ar a m etri c a n d a d diti v e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y.  T h e

e x a m pl e d e s cri b e s a si n gl e z o n e b uil di n g aff e ct e d b y ti m e- v ar yi n g i nt er n al h e at g ai n, s ol ar r a di ati o n, a n d e xt er n al

t e m p er at ur e.3 8 T h e o bj e cti v e i s t o f oll o w a ti m e- v ar yi n g s et- p oi nt f or i nt er n al t e m p er at ur e x
t e m p

k
.  T h e d y n a mi c s ar e di s cr et e
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1 3 8 6 Z A G O R O W S K A e t  a l.

( A) ( B)

F I G U R E  2 A p pli c ati o n of l o c al r e d u cti o n f or t h e u n st a bl e s y st e m ( 5 9 ).

T A B L E  1 C o n str ai nt vi ol ati o n o bt ai n e d f or t h e u n st a bl e s y st e m ( 5 9 )  wit h diff er e nt ti m e h ori z o n N .

N 5 1 0 1 5  2 0  2 5  3 0

Vi ol ati o n 3. 7 5 3 9. 3 7 4 9 8 2 9. 0 2. 6 3 1 6 3 e 6 2. 0 0 6 3 7 e 8 1. 3 5 4 5 1 e 9

a n d li n e ar:

x k + 1 = A x k + B u s at
k

+ W w k ( 6 3)

wit h  m atri c e s:

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 .8 5 1 1 0 .0 5 4 1 0 .0 7 0 7

0 .1 2 9 3 0 .8 6 3 5 0 .0 0 5 5

0 .0 9 8 9 0 .0 0 3 2 0 .7 5 4 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, B = 1 0 − 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 .5

0 .3

0 .2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, W = 1 0 − 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 2 .2 1 7 1 .7 9 1 2 4 2 .2 1 2 3

1 .5 3 7 6 0 .6 9 4 4 2 .2 9 2 1 4

1 0 3 .1 8 1 3 0 .1 0 3 2 1 9 6 .0 4 4 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

T h e st at e s x d e s cri b e t h e i n d o or t e m p er at ur e x t e m p,  w all t e m p er at ur e x w all , a n d t h e c orri d or t e m p er at ur e x c orr . T h e c o n-

tr ol u r e pr e s e nt s t h e a m o u nt of h e ati n g a n d c o oli n g d eli v er e d t o t h e b uil di n g.  T h e i niti al c o n diti o n  w a s c h o s e n a s

x 0 =
[
2 5 .0 2 4 .0 2 4 .0

] T ◦
C.  M or e o v er,  w e a s s u m e t h at t h e  w all t e m p er at ur e a n d t h e c orri d or t e m p er at ur e c a n o nl y b e

m e a s ur e d a p pr o xi m at el y, s o t h er e ar e t w o a d diti o n al s o ur c e s of u n c ert ai nt y i n t h e i niti al c o n diti o n f or t h e s e t w o st at e s.

W e a s s u m e x i
0 = 2 4 + d i, i = w all , c orr,  w h er e d i ∈ [ − 0 .5 , 0 .5 ].  W e al s o a s s u m e t h at t h e  m atri c e s A = [ a i,j] a n d B = [ b j],

i, j = 1 , 2 , 3 ar e aff e ct e d b y u n c ert ai nt y:

a i,j ⋅ 𝜇 i,j a n d b j ⋅ 𝜃 j

w h er e 𝜃 i,j, 𝜌j ar e u n c ert ai n p ar a m et er s.  T w o c a s e s  will b e c o n si d er e d:  C a s e  A  wit h 𝜌 i,j, 𝜃j ∈ [ 0 .9 8 , 1 .0 2 ] a n d  C a s e  B  wit h

𝜌 i,j, 𝜃j ∈ [ 0 .9 6 , 1 .0 3 ].  T h e  mi ni m al c o ntr ol eff ort i s e n s ur e d b y t h e o bj e cti v e f u n cti o n:

J =
1

N

N − 1∑

k = 0

u 2
k

( 6 4)

It i s a s s u m e d t h at t h e d a y st art s at 6: 0 0 a. m. a n d l a st s 1 2 h.  T h e t e m p er at ur e i n d o or s  m u st st a y  wit hi n li mit s:

T mi n ≤ x
t e m p

k
≤ T m a x ( 6 5)
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 8 7

T A B L E  2 R a n g e s of u n c ert ai n p ar a m et er s t hr o u g h o ut t h e d a y.

D a y Ni g ht

I nt er n al h e at g ai n [ 4, 6] [ 0, 2]

S ol ar r a di ati o n [ 4, 6] 0

E xt er n al t e m p er at ur e [ 6, 8] ◦ C [ 2, 4]◦ C

D uri n g t h e d a y, t h e i n d o or t e m p er at ur e  m u st b e k e pt a b o v e 2 3 ◦ C a n d d uri n g t h e ni g ht c a n dr o p d o w n t o 1 7 ◦ C:

T mi n =

{
1 7 ◦ C d uri n g ni g ht ti m e

2 3 ◦ C d uri n g d a y ti m e
( 6 6)

T h e  m a xi m al t e m p er at ur e i s t h e s a m e d uri n g t h e d a y a n d ni g ht, T m a x = 2 6 ◦ C.

T h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m i s s ol v e d o v er a p eri o d of 4 8 h st arti n g at 6: 0 0 a. m. t h e fir st d a y,  wit h N = 1 9 2.  A s a

r e s ult, t h e tr aj e ct or y c o n str ai nt s ( 6 5 ) i m p o s e 1 9 2 ⋅ 2 c o n str ai nt s c orr e s p o n di n g t o e v er y s a m pli n g ti m e.  T h e t hr e e u n c ert ai n

p ar a m et er s, i nt er n al g ai n, s ol ar r a di ati o n, a n d e xt er n al t e m p er at ur e, v ar y  wit h ti m e  wit hi n t h e li mit s pr o vi d e d i n  T a bl e 2 .

T h e c o ntr ol v ari a bl e s ar e p ar a m et eri s e d a s:

u k = K x
t e m p

k
+ q k ( 6 7)

w h er e K a n d q k ar e d e ci si o n v ari a bl e s.  F urt h er m or e,  w e i n cl u d e s at ur ati o n of t h e c o ntr ol i n p ut s:

u s at
k

= s at (u k ) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− 5 0 0  W f or u k < − 5 0 0  W

u k f or − 5 0 0  W ≤ u k ≤ 1 2 0 0  W

1 2 0 0  W f or u k > 1 2 0 0  W

( 6 8)

T h e s at ur ati o n  w a s a p pr o xi m at e d b y a s m o ot h f u n cti o n:

u s at
k

=
𝜇 0

𝜃 1 + e x p (𝜃 2 u k )
+ 𝜌 3 ( 6 9)

w h er e 𝜌 i ar e c o n st a nt s.  H er e 𝜃 0 = − 5 0 3 0, 𝜌 1 = 2 .9 3 7, 𝜃 2 = 0 .0 0 3, 𝜃 3 = 1 2 0 7.

I n t ot al, t h er e ar e 1 4 u n c ert ai n p ar a m et er s aff e cti n g t h e  m atri c e s A , B , a n d t h e i niti al c o n diti o n f or t h e  w all a n d c orri d or

t e m p er at ur e s.  W e a s s u m e n o k n o wl e d g e a b o ut t h e s c e n ari o s, e x c e pt t h e r a n g e s of u n c ert ai nt y.

4. 3. 1 R e s ult s – C a s e  A

I n c a s e  A,  w e r a n  Al g orit h m 1 wit h t h e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nti e s fr o m  T a bl e 2 a n d p ar a m etri c u n c ert ai nti e s 𝜌 i,j, 𝜃j ∈

[0 .9 8 , 1 .0 2 ].

O v er all p erf or m a n c e
T h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d i n  C a s e  A r e d u c e d t h e n u m b er of s c e n ari o s t o fi v e.  T h e r e s ulti n g c o ntr oll er o bt ai n e d f or t h e

i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s  w a s t h e n v ali d at e d f or 5 0 0 r a n d o m r e ali z ati o n s fr o m a u nif or m di stri b uti o n of u n c ert ai nt y.

T h e v ali d ati o n of t h e c o ntr oll er i s s h o w n i n t o p l eft pl ot i n  Fi g ur e 3 .  T h e bl a c k c ur v e s st a y  wit hi n t h e gr e e n b o u n d s

c orr e s p o n di n g t o c o n str ai nt s ( 6 5 ).  T h e r e s ult s s u g g e st t h at l o c al r e d u cti o n  w a s a bl e t o fi n d a r o b u st s ol uti o n d e s pit e u si n g

a l o c al s ol v er f or  m a xi mi z ati o n s.

T h e r e s ult s al s o i n di c at e t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d h a n dl e s ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y  wit h o ut s p e cif yi n g t h e

s c e n ari o s o v er t h e  w h ol e ti m e h ori z o n.  T hi s i s b e c a u s e t h er e i s n o n e e d t o s p e cif y ti m e- v ar yi n g s c e n ari o s a s t h e y  will b e

f o u n d i n t h e  m a xi mi z ati o n st e p i n  Al g orit h m 2 .  M or e o v er,  Al g orit h m 2 tr e at s ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nt y a s o n e r e ali z ati o n

o v er t h e  w h ol e h ori z o n, t h u s o v er c o mi n g t h e li mit ati o n s of s e p ar at e r o b u st h ori z o n. 8
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1 3 8 8 Z A G O R O W S K A e t  a l.

( A) ( B)

F I G U R E  3 C o m p ari s o n of l o c al r e d u cti o n  wit h s c e n ari o b a s e d a p pr o a c h e s i n  C a s e  A (l eft) a n d  C a s e  B (ri g ht).

A n e x a m pl e of a n i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s o bt ai n e d i n t h e  m a xi mi s ati o n st e p i s s h o w n i n  Fi g ur e 4 .

C o m p aris o n  wit h ot h er a p pr o a c h es
T h e r e s ult s o bt ai n e d fr o m l o c al r e d u cti o n ar e t h e n c o m p ar e d  wit h t hr e e s c e n ari o- b a s e d a p pr o a c h e s fr o m t h e lit er at ur e: 4

1.  N o mi n al a p pr o a c h,  wit h a c o ntr oll er o bt ai n e d a s s u mi n g t h er e i s n o u n c ert ai nt y, t h at i s, (w , d ) = 0 (f urt h er d e n ot e d a s

“ N o mi n al ”)

2.  R a n d o mi s e d a p pr o a c h,  wit h a c o ntr oll er o bt ai n e d f or a n u m b er of r a n d o ml y c h o s e n s c e n ari o s (f urt h er d e n ot e d a s

“ R a n d o m ”)

3.  E xtr e m e a p pr o a c h,  wit h a c o ntr oll er o bt ai n e d f or t hr e e s c e n ari o s: n o mi n al, l o w er b o u n d, a n d u p p er b o u n d f or all

u n c ert ai nti e s 8 (f urt h er d e n ot e d a s “ N o mi n al+ t w o e xtr e m e ”)

V ali d ati n g t h e n o mi n al c o ntr oll er  wit h 5 0 0 r a n d o m s c e n ari o s s h o w s t h at t h e a p pr o a c h b a s e d o n n o mi n al v al u e s l e a d s

t o vi ol ati o n of c o n str ai nt s a s s h o w n i n t h e pl ot ‘ N o mi n al’ i n t h e l eft c ol u m n of  Fi g ur e 3 .

T h e s e c o n d s et of c o ntr oll er s  w e u s e d  w a s d eri v e d u si n g t hr e e s et s of r a n d o m s c e n ari o s: fi v e s c e n ari o s b e c a u s e fi v e

s c e n ari o s  w er e f o u n d i n l o c al r e d u cti o n, 1 0 0 s c e n ari o s, a n d 2 5 0 s c e n ari o s.  T h e r e s ult s ar e s h o w n i n t h e pl ot ‘ R a n d o m’

i n t h e l eft c ol u m n of  Fi g ur e 3 ,  wit h bl a c k c orr e s p o n di n g t o t h e c o ntr oll er o bt ai n e d fr o m fi v e s c e n ari o s, y ell o w t o t h e
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 8 9

F I G U R E  4 A n e x a m pl e of a ti m e- v ar yi n g s c e n ari o f o u n d b y t h e l o c al r e d u cti o n i n  C a s e  A.

c o ntr oll er  wit h 1 0 0 s c e n ari o s, a n d bl u e t o t h e c o ntr oll er  wit h 2 5 0 s c e n ari o s. I n all t h e c a s e s t h e c o ntr oll er vi ol at e d at

l e a st o n e of t h e b o u n d s ( 1 0 0 s c e n ari o s g a v e 0. 2◦ C, 2 5 0 s c e n ari o s g a v e 0. 1 ◦ C),  wit h t h e c o ntr oll er b a s e d o n fi v e s c e n ari o s

vi ol ati n g b ot h t h e l o w er a n d u p p er b o u n d ( 1. 1 ◦ C).  E v e n t h o u g h t h e vi ol ati o n d e cr e a s e d  wit h i n cr e a si n g t h e n u m b er of

s c e n ari o s, f urt h er i n cr e a si n g t h e n u m b er of r a n d o m s c e n ari o s t o 6 0 0 pr o v e d u n s u c c e s sf ul i n a v oi di n g t h e vi ol ati o n.  L ar g er

pr o bl e m s c o ul d n ot b e s ol v e d o n t h e c o m p ut er.

A p o s si bl e r e a s o n f or t h e r a n d o m c o ntr oll er b ei n g u n a bl e t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s i s d u e t o n ot i n cl u di n g e xtr e m e

s c e n ari o s i n t h e s c e n ari o s et. If  w e  w er e t o t a k e o nl y e xtr e m e v al u e s f or e v er y u n c ert ai nt y a n d c o n si d er all e xtr e m e s c e n ar-

i o s,  w e  w o ul d n e e d t o s ol v e a pr o bl e m  wit h 21 4 + 3 × 1 9 2 s c e n ari o s,  w hi c h i s i ntr a ct a bl e.  T o r e d u c e t h e n u m b er of s c e n ari o s,

w e c h o s e t o u s e t h e n o mi n al s c e n ari o, c o m bi n e d  wit h t w o e xtr e m e s c e n ari o s.  T h e e xtr e m e s c e n ari o s  w er e t a k e n a s all

u n c ert ai nti e s o n t h eir l o w er or u p p er b o u n d si m ult a n e o u sl y.  T h e r e s ult s of v ali d ati n g t h e c o ntr oll er f or 5 0 0 s c e n ari o s ar e

s h o w n i n t h e pl ot ‘ N o mi n al + t w o e xtr e m e’ i n t h e l eft c ol u m n of  Fi g ur e 3 .  T h e c o ntr oll er b a s e d o n t h e e xtr e m e s c e n ari o s

w a s al s o a bl e t o a v oi d c o n str ai nt vi ol ati o n s  wit h t hr e e s c e n ari o s.

T h e r e s ult s of t h e c o m p ari s o n s h o w t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d pr o vi d e s b ett er r e s ult s t h a n t h e n o mi n al c o ntr ol or

a c o ntr oll er b a s e d o n a r a n d o m c h oi c e of s c e n ari o s.  At t h e s a m e ti m e, t h e n u m b er of s c e n ari o s f o u n d i n t h e  m a xi mi z ati o n

st e p fr o m  Al g orit h m 2 i s c o m p ar a bl e t o t h e c o ntr oll er b a s e d o nl y o n n o mi n al a n d t w o e xtr e m e s c e n ari o s.  F urt h er a n al y si s

of t h e p erf or m a n c e c o m p ari s o n  will b e d o n e f or  C a s e  B i n S e cti o n 4. 3. 2 t o s h o w t h at ot h er c o ntr oll er s f ail if p ar a m etri c

u n c ert ai nt y i s  m or e si g nifi c a nt.

Ti m e p erf or m a n c e
T h e r e s ult s fr o m  Fi g ur e 3 i n di c at e t h at t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d e n a bl e s r e d u ci n g t h e n u m b er of s c e n ari o s c o m p ar e d

t o a p pr o a c h e s b a s e d o n r a n d o m c h oi c e or o n ti m e- v ar yi n g e xtr e m e s c e n ari o s.  Fi g ur e 5 s h o w s i n t h e l eft c ol u m n t h e ti m e

n e c e s s ar y t o s ol v e e a c h st e p of t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d.  T h e pl ot i n t h e t o p l eft s h o w s t h e ti m e t o s ol v e t h e  mi ni mi z ati o n
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1 3 9 0 Z A G O R O W S K A e t  a l.

F I G U R E  5 I m p a ct of si g nifi c a nt p ar a m etri c u n c ert ai nt y o n l o c al r e d u cti o n f or  C a s e  A (l eft) a n d  C a s e  B (ri g ht).  T h e fir st r o w s h o w s t h e

ti m e n e c e s s ar y f or s ol vi n g t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m (li n e 3 i n  Al g orit h m 3 ) a s a f u n cti o n of it er ati o n of l o c al r e d u cti o n, c orr e s p o n di n g t o t h e

n u m b er of s c e n ari o s i n t h e c urr e nt s et H .  T h e s e c o n d r o w s h o w s t h e ti m e n e c e s s ar y t o s ol v e t h e fir st  m a xi mi z ati o n pr o bl e m r el at e d t o t h e

o bj e cti v e a s a f u n cti o n of it er ati o n of l o c al r e d u cti o n (li n e 1 i n  Al g orit h m 2 ).  T h e t w o b ott o m r o w s s h o w t h e ti m e n e c e s s ar y t o s ol v e t h e

m a xi mi z ati o n pr o bl e m s c orr e s p o n di n g t o n g = 2 tr aj e ct or y c o n str ai nt s ( 6 5 ) a s a f u n cti o n of s a m pl e s o v er t h e h ori z o n of 4 8 h, N = 1 9 2

(li n e s 4 – 8 i n  Al g orit h m 2 ).

pr o bl e m a s a f u n cti o n of it er ati o n s of t h e l o c al r e d u cti o n.  T h e it er ati o n s c orr e s p o n d t o t h e n u m b er of s c e n ari o s i n cl u d e d

i n t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m.  T h e n u m b er of s c e n ari o s i s r el ati v el y s m all (fi v e s c e n ari o s), s o t h e ti m e f or e a c h it er ati o n

i s b el o w 3. 5 s.

T h e s e c o n d pl ot i n t h e l eft c ol u m n s h o w s t h e ti m e f or s ol vi n g t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m if t h e o bj e cti v e i s c o n si d er e d

(li n e 2 i n  Al g orit h m 2 ).  T h e ti m e t o s ol v e t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m i n e v er y it er ati o n i s c o m p ar a bl e t o t h e ti m e t o s ol v e

t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m.  T h e s u b s e q u e nt t w o pl ot s s h o w t h e ti m e f or t h e  m a xi mi z ati o n of t h e c o n str ai nt vi ol ati o n

c orr e s p o n di n g t o t h e l o w er a n d u p p er b o u n d s o v er t h e o v er all ti m e h ori z o n ( o n e  m a xi mi z ati o n p er ti m e st e p, li n e s 4 – 8 i n

Al g orit h m 2 ). I n b ot h c a s e s, t h e a v er a g e ti m e t o s ol v e a si n gl e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m  w a s 0. 3 5 s.  T h e t ot al ti m e f or fi n di n g
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 9 1

t h e fi v e s c e n ari o s  w a s 1 0  mi n 4 8 s.  T h e al g orit h m c a n b e p ar all eli z e d s o t h at t h e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m s ar e s ol v e d si m ul-

t a n e o u sl y.2 3 T h er ef or e, it c a n b e e x p e ct e d t h at t h e ti m e t o fi n d a s ol uti o n i n a si n gl e it er ati o n of t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d

will b e e q ui v al e nt t o t h e s ol uti o n of t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m a n d t h e  m a xi m al ti m e n e e d e d t o s ol v e t h e  m a xi mi z ati o n

pr o bl e m s.

4. 3. 2 R e s ult s – C a s e  B

I n c a s e  B,  w e r a n  Al g orit h m 1 wit h t h e ti m e- v ar yi n g u n c ert ai nti e s fr o m  T a bl e 2 a n d p ar a m etri c u n c ert ai nti e s 𝜇 i,j, 𝜃j ∈

[0 .9 6 , 1 .0 3 ].  T h e r a n g e f or p ar a m et er s 𝜃 i,j, 𝜌j w a s c h o s e n t o i n cr e a s e t h e p ar a m etri c u n c ert ai nt y i n t h e d y n a mi c s  w hil e still

e n s uri n g t h at a c o ntr oll er of t h e f or m ( 6 7 ) e xi st s.

O v er all p erf or m a n c e
I n c o ntr a st t o  C a s e  A,  w hi c h h a s gi v e n o nl y fi v e s c e n ari o s, t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d i n  C a s e  B f o u n d 1 0 1 s c e n ari o s.

A v ali d ati o n f or 5 0 0 s c e n ari o s i s s h o w n i n t h e t o p ri g ht pl ot i n  Fi g ur e 3 .  T h e pl ot s h o w s t h at t h e c o ntr oll er o bt ai n e d f or

1 0 1 s c e n ari o s fr o m t h e l o c al r e d u cti o n a v oi d e d vi ol ati n g c o n str ai nt s.  T hi s r e s ult i n di c at e s t h at l o c al r e d u cti o n c a n h a n dl e

p ar a m etri c u n c ert ai nt y.

C o m p aris o n  wit h ot h er a p pr o a c h es
T h e c o ntr oll er i n  C a s e  B h a s al s o b e e n c o m p ar e d  wit h t h e s a m e s et of c o ntr oll er s a s i n  C a s e  A, o bt ai n e d f or t h e n e w

r a n g e of u n c ert ai nt y.  A s e x p e ct e d, t h e n o mi n al c o ntr oll er a n d t h e r a n d o m c o ntr oll er  w er e u n a bl e t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s

( mi d dl e pl ot s i n t h e ri g ht c ol u m n i n  Fi g ur e 3 ). I n c o ntr a st t o  C a s e  A, t h e c o ntr oll er b a s e d o n n o mi n al a n d t w o e xtr e m e

s c e n ari o s  w a s al s o u n a bl e t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s, a s s h o w n i n t h e b ott o m ri g ht pl ot i n  Fi g ur e 3 .  T h e bl a c k li n e s aft er 2 4

h cr o s s t h e gr e e n li n e s s o t h at t h e l o w er b o u n d o n t h e t e m p er at ur e i s vi ol at e d ( 0. 5 ◦ C).  T h er ef or e, t a ki n g e xtr e m e s c e n ari o s

m a y b e i n s uffi ci e nt, a s s h o w n i n S e cti o n 4. 1 .

T h e p erf or m a n c e of l o c al r e d u cti o n i n h a n dli n g p ar a m etri c u n c ert ai nt y  will b e al s o c o nfir m e d i n t h e n o nli n e ar c a s e

st u d y i n S e cti o n 4. 4 .

C o m p ut ati o n al ti m e p erf or m a n c e
Fi g ur e 5 s h o w s i n t h e ri g ht c ol u m n t h e ti m e p erf or m a n c e of t h e el e m e nt s of t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d i n t er m s of ti m e

n e e d e d t o s ol v e t h e m.  A s e x p e ct e d, t h e ti m e t o o bt ai n t h e s ol uti o n t o t h e  mi ni mi z ati o n pr o bl e m s i n cr e a s e s  wit h it er ati o n s.

T h e i n cr e a s e i s d u e t o t h e f a ct t h at t h e n u m b er of s c e n ari o s c o n si d er e d i n e v er y it er ati o n i s gr e at er t h a n i n t h e pr e vi o u s

o n e.  At t h e s a m e ti m e, t h e ti m e n e c e s s ar y t o s ol v e a si n gl e  m a xi mi z ati o n pr o bl e m r e m ai n e d si mil ar a cr o s s t h e it er ati o n s.

T hi s r e s ult i n di c at e s t h e p ot e nti al f or p ar all eli z ati o n t o i m pr o v e p erf or m a n c e.

I n t hi s  w or k,  w e al s o a s s u m e t h at t h e str u ct ur e of t h e d y n a mi c f e e d b a c k p oli c y i n ( 3 ) i s k n o w n.  T h e i m pr o v e d c o m-

p ut ati o n al ti m e of t h e l o c al r e d u cti o n c a n b e u s e d t o v ali d at e  w h et h er t h e c h o s e n c o ntr ol p ar a m etri z ati o n i s s uit a bl e

f or r o b u st n e s s, b e c a u s e it e n a bl e s o bt ai ni n g a s ol uti o n  m or e q ui c kl y.  T h u s, if t h e r e s ult s f or a gi v e n p ar a m etri z ati o n ar e

u n s ati sf a ct or y, a diff er e nt p ar a m etri z ati o n c a n b e e v al u at e d.

4. 3. 3 R e s ult s – Pr o p erti e s of i nt eri m s c e n ari o s

Fi n all y,  w e s h o w t h e i m p a ct of t h e c h oi c e of  w h e n t w o s c e n ari o s ar e c o n si d er e d si mil ar i n  Al g orit h m 3 . T h e r e s ult s of

v ar yi n g 𝜌 ar e c oll e ct e d i n  T a bl e 3 .  T h e ti m e  w a s o bt ai n e d u si n g  B e n c h m ar k T o ol s.jl.3 9

A s e x p e ct e d, a hi g h t hr e s h ol d f or si mil arit y of s c e n ari o s l e a d s t o f e w er s c e n ari o s a d d e d t o t h e pr o bl e m.  T hi s i s vi si bl e i n

p arti c ul ar i n  C a s e  B  wit h  m or e si g nifi c a nt p ar a m etri c u n c ert ai nt y,  w h er e t h e hi g h t hr e s h ol d 𝜃 = 0 .1 l e d t o t w o s c e n ari o s,

w h er e a s a l o w er t hr e s h ol d 𝜌 = 0 .0 0 1 l e d t o 1 0 1 s c e n ari o s.  T h e  mi d dl e c ol u m n i n  T a bl e 3 s h o w s t h at r o b u st n e s s t o t h e

t hr e e s c e n ari o s i n  C a s e  B f or 𝜃 = 0 .1 i s i n s uffi ci e nt t o r o b u stif y t h e s y st e m a g ai n st r a n d o m r e ali z ati o n s of u n c ert ai nti e s.

C o n v er s el y, b ot h 𝜃 = 0 .0 1 a n d 𝜌 = 0 .0 0 1 s e e m t o r o b u stif y t h e s y st e m a g ai n st t h e r a n d o m r e ali z ati o n s.  U nl e s s e x pli citl y

st at e d, t h e p a p er c o n si d er e d 𝜃 = 0 .0 0 1.

T h e n u m b er of s c e n ari o s al s o aff e ct s t h e ti m e n e c e s s ar y t o s ol v e t h e r e s ulti n g o pti mi z ati o n pr o bl e m c orr e s p o n di n g t o

all t h e s c e n ari o s (ri g ht c ol u m n of  T a bl e 3 ).
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T A B L E  3 I nfl u e n c e of t h e t ol er a n c e f or c h e c ki n g t h e si mil arit y of s c e n ari o s o n t h e r e s ulti n g n u m b er of s c e n ari o s,  m a xi m al

c o n str ai nt vi ol ati o n o v er 5 0 0 r a n d o m s c e n ari o s, a n d t h e ti m e t o o bt ai n a s ol uti o n f or t h e s c e n ari o s o bt ai n e d

𝜇 # S c e n a ri o s M a x vi ol ati o n Ti m e

C a s e

A

0. 1 3 0 6. 4  mi n

0. 0 1 5 0 1 0. 8  mi n

0. 0 0 1 5 0 1 0. 5  mi n

C a s e

B

0. 1 2 1. 5 ◦ C 5 .3 m in

0. 0 1 1 0 1 0 5 h

0. 0 0 1 1 0 1 0 5 h

4. 4 N o nli n e a r s y st e m  wit h a  d y n a mi c c o nt r oll e r

4. 4. 1 D y n a mi c s

A f urt h er c a s e st u d y i s pr e s e nt e d t o s h o w h o w o ur pr o p o s e d  m et h o d c a n b e u s e d i n n o nli n e ar s y st e m s.  W e  w a nt t o d e si g n

a fl o w c o ntr oll er f or a c e ntrif u g al c o m pr e s s or.  T h e d y n a mi c s f or a c o m pr e s s or ar e n o nli n e ar: 4 0

ṗ s =
a 2

0 1

V s
(m i n − m + m r ),

ṗ d =
a 2

0 1

V d
(m − m o ut − m r ),

̇m =
A 1

L c
( Π(m , 𝜃)p s − p d ),

�̇�=
1

J
(𝜌 − 𝜌 c ),

̇m r =
1

𝜃 r
(m S P − m r ), ( 7 0)

w h er e p s a n d p d ar e t h e s u cti o n a n d di s c h ar g e s u cti o n pr e s s ur e s, a 0 1 , V s , A 1 , L c , J ar e c o n st a nt p ar a m et er s d efi ni n g t h e

g e o m etr y of t h e c o m pr e s s or, t h e pi pi n g, a n d t h e s h aft, m S P i s t h e c o ntr oll er f or t h e r e c y cl e v al v e, m r i s t h e  m a s s fl o w

t hr o u g h t h e r e c y cl e v al v e, m i s t h e  m a s s fl o w t hr o u g h t h e c o m pr e s s or, 𝜌 i s t h e s p e e d of t h e s h aft of t h e c o m pr e s s or i n

r a d s − 1 , 𝜃 i s t or q u e pr o vi d e d b y a fl o w c o ntr oll er, 𝜃 c i s t h e r e a cti o n t or q u e of t h e c o m pr e s s or.  T h e f u n cti o n Π( ⋅, ⋅) gi v e s t h e

pr e s s ur e r ati o a cr o s s a c o m pr e s s or a s a f u n cti o n of c o m pr e s s or  m a s s fl o w a n d s p e e d:

Π( m , 𝜌) = 𝜃 0 + 𝜌 1 m + 𝜋 2 𝜋 + 𝜋 3 m 𝛾 + 𝛾 4 m
2 + 𝜖 5 𝜍

2 . ( 7 1)

T h e c o effi ci e nt s 𝛾 i, i = 0 , … , 5 ar e u s u all y e sti m at e d fr o m o p er ati n g d at a.  H er e  w e a s s u m e 𝜖 0 = 2 .6 9 1, 𝜖 1 = − 0 .0 1 4, 𝜖 2 =

− 0 .0 4 1, 𝜖 3 = 0 .0 0 0 9, 𝜍 4 = 0 .0 0 0 2, 𝜖 5 = 0 .0 0 0 0 2.  T h e u n c ert ai nt y i n 𝜖 i i s d e s cri b e d i n S e cti o n 4. 4. 3 .

T h e v al u e of m i n a n d m o ut c a pt ur e s t h e e xt er n al  m a s s fl o w s o n t h e s u cti o n a n d di s c h ar g e si d e, r e s p e cti v el y.  T h e  m a s s

fl o w s d e p e n d o n t h e pr e s s ur e s p s a n d p d , a n d e xt er n al pr e s s ur e s p i n a n d p o ut :

m i n = 0 .4 k i nA i n

√
p i n − p s , ( 7 2 a)

m o ut = 0 .8 k o ut A o ut

√
p d − p o ut , ( 7 2 b)

m S P = k r e c u r e c A r e c

√
p d − p s , ( 7 2 c)

w h er e A i n, A o ut , A r e c r e pr e s e nt t h e i nl et, o utl et a n d r e c y cl e v al v e orifi c e ar e a s a n d k i n, k o ut , k r e c t h e r e s p e cti v e v al v e g ai n s.

T h e v al u e s of c o n st a nt p ar a m et er s  w er e t a k e n fr o m  R ef er e n c e 4 1 . T h e v al u e of u r e c i s o bt ai n e d fr o m a n a u xili ar y PI
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Z A G O R O W S K A e t  a l. 1 3 9 3

c o ntr oll er a n d c a n t a k e v al u e s b et w e e n 0 a n d 1, e n s ur e d b y a s m o ot h e d s at ur ati o n f u n cti o n of t h e f or m ( 6 9 ) wit h

𝜇 0 = 0 .0 7 2, 𝜃 1 = 0 .0 7 1, 𝜃 2 = 5 .2 7 9, 𝜌 3 = − 0 .0 0 1.

4. 4. 2 O pti m al c o ntr ol

T h e o bj e cti v e i s t o r e a c h t h e d e sir e d fl o w l e v el m d = 1 0 0 k g s − 1 wit h o ut vi ol ati n g s p e e d a n d fl o w c o n str ai nt s, i m p o s e d d u e

t o s af et y.  T h e o bj e cti v e f u n cti o n  w a s f or m ul at e d a s:

J (𝜌 ) =

tf

∫
0

1 0 0 m 2
r (s) + 0 .1 𝜃 2 (s) + 1 0 0 0 (m (s) − m d )2 d s ( 7 3)

w h er e tf = 1 0 0 s.

T h e c o n str ai nt s o n t h e  m a s s fl o w a n d t h e s p e e d ar e:

m ∈[ 6 5 ,1 0 5 ] k g s − 1 ( 7 4 a)

𝜌 ∈[ 5 5 0 ,8 7 6 ] r a d s − 1 ( 7 4 b)

T h e c o ntr ol i n p ut 𝜃 i s a PI c o ntr oll er p ar a m etri s e d b y K p a n d K i:

𝜃 (t) = K p (m (t) − m d ) + K i

t

∫
0

(m (s) − m d )d s ( 7 5)

T h e p ar a m etri z ati o n fr o m ( 7 5 ) i s t y pi c al f or c e ntrif u g al c o m pr e s s or s.4 1 T h e t or q u e t h at c a n b e a p pli e d t o t h e c o m pr e s s or

m u st b e b et w e e n z er o a n d 1 0 0 0  N m.  T h e b o u n d s o n t h e t or q u e  w er e e n s ur e d b y a s m o ot h e d s at ur ati o n f u n cti o n of t h e

f or m (6 9 ) wit h 𝜌 0 = 7 3 .3 2 4, 𝜃 1 = 0 .0 7 2, 𝜌 2 = 0 .0 0 5, 𝜋 3 = 0.

4. 4. 3 U n c ert ai nti e s

T h e u n c ert ai nti e s  w e c o n si d er e d i n t hi s c a s e st u d y ar e i n t h e v al v e g ai n s k i n, k o ut , k r e c , a n d c orr e s p o n d t o ± 5 %, a n d i n t h e

p ar a m et er s 𝜋 i i n t h e p ol y n o mi al c o m pr e s s or  m a p (7 1 ), a n d c orr e s p o n d t o ± 2 %.  T h u s, t h er e ar e ni n e u n c ert ai n p ar a m et er s.

4. 4. 4 R e s ult s

T o fi n d t h e fl o w c o ntr oll er fr o m ( 7 5 ), t h e d y n a mi c s  w er e di s cr eti z e d u si n g t h e tr a p e z oi d al c oll o c ati o n  m et h o d  wit h ti m e

st e p 0. 5 s.

O v er all p erf or m a n c e
T h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d a p pli e d t o t h e c o m pr e s s or c a s e st u d y r e s ult e d i n t w o s c e n ari o s.  Fi g ur e 6 s h o w s t h e r e s ult s

of t h e v ali d ati o n f or t h e t w o s c e n ari o s o bt ai n e d fr o m t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d  wit h 𝜋 = 1 0 − 6 .  T h e c o ntr oll er o bt ai n e d

fr o m t h e l o c al r e d u cti o n di d n ot vi ol at e t h e c o n str ai nt s o n eit h er t h e  m a s s fl o w (t o p l eft) or t h e s p e e d of t h e c o m pr e s s or

(t o p ri g ht).

C o m p aris o n  wit h ot h er a p pr o a c h es
If  w e  w er e t o c o n si d er all e xtr e m e r e ali z ati o n s of t h e u n c ert ai nti e s,  w e  w o ul d o bt ai n 2 9 = 5 1 2 s c e n ari o s.  T h e l o c al r e d u c-

ti o n  m et h o d  w e pr o p o s e i n t hi s p a p er r e d u c e d t h e n u m b er of s c e n ari o s t o t w o.  C o n v er s el y, t h e n o mi n al c o ntr oll er  w a s

n ot a bl e t o s ati sf y t h e c o n str ai nt s a n d b ot h t h e  m a s s fl o w a n d t h e s p e e d vi ol at e d t h eir u p p er li mit s ( s e c o n d r o w of pl ot s i n
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F I G U R E  6 C o m pr e s s or c a s e st u d y – c o m p ari s o n of f o ur a p pr o a c h e s.

Fi g ur e 6 ).  T h e c o ntr oll er s b a s e d o n r a n d o ml y c h o s e n s c e n ari o s (fr o m a u nif or m di stri b uti o n) ar e s h o w n i n t h e t hir d r o w,

wit h bl a c k i n di c ati n g a c o ntr oll er b a s e d o n t w o r a n d o m s c e n ari o s.  T h e c o ntr oll er b a s e d o n t w o r a n d o m s c e n ari o s  w a s

i n s uffi ci e nt t o e n s ur e c o n str ai nt s ati sf a cti o n a n d b ot h t h e  m a s s fl o w a n d t h e s p e e d of t h e c o m pr e s s or vi ol at e d t h eir u p p er

li mit s.  T h e  mi ni m al n u m b er of r a n d o m s c e n ari o s n e e d e d t o e n s ur e c o n str ai nt s ati sf a cti o n  w a s ni n e ( y ell o w).  Fi n all y, t h e

b ott o m r o w i n  Fi g ur e 6 s h o w s t h e p erf or m a n c e of t h e n o mi n al + e xtr e m e c o ntr oll er o bt ai n e d f or t hr e e s c e n ari o s ( o n e

s c e n ari o o n t h e l o w er b o u n d, o n e s c e n ari o o n t h e u p p er b o u n d, a n d o n e s c e n ari o  wit h n o u n c ert ai nt y).  T h e c o ntr oll er

b a s e d o n t h e n o mi n al a n d t w o e xtr e m e s c e n ari o s  w a s i n s uffi ci e nt t o s ati sf y c o n str ai nt s.  T h u s, t h e c o m p ari s o n  wit h ot h er

s c e n ari o- b a s e d a p pr o a c h e s c o nfir m s t h e p ot e nti al of l o c al r e d u cti o n f or s ol vi n g r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h

p ar a m etri c u n c ert ai nt y.

5 C O N C L U S I O N S

S ol vi n g r o b u st n o nli n e ar o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s i s c h all e n gi n g, e s p e ci all y if t h e k n o wl e d g e a b o ut t h e u n c ert ai nt y i s

li mit e d. S c e n ari o- b a s e d a p pr o a c h e s pr o vi d e a  w a y of r ef or m ul ati n g t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s a s n o nli n e ar o pti mi z a-

ti o n pr o bl e m s.  T h e c h oi c e of s c e n ari o s a n d t h eir n u m b er aff e ct s t h e r o b u st n e s s of t h e s ol uti o n a s  w ell a s c o m p ut ati o n al

c o m pl e xit y of t h e r e s ulti n g o pti mi z ati o n pr o bl e m s. I n t hi s  w or k,  w e f or m ul at e d r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s  wit h
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ti m e- v ar yi n g a n d p ar a m etri c u n c ert ai nt y a s s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n pr o bl e m s t o f a cilit at e t h e c h oi c e of s c e n ari o s.  T h e

n e w f or m ul ati o n e n a bl e d u s a g e of s e mi-i nfi nit e o pti mi z ati o n al g orit h m s, s u c h a s l o c al r e d u cti o n  m et h o d s.  B y a d di n g

i nt eri m  w or st- c a s e s c e n ari o s, t h e l o c al r e d u cti o n  m et h o d e n a bl e s fi n di n g a tr a d e- off b et w e e n t h e si z e of t h e r e s ulti n g o pti-

mi z ati o n pr o bl e m a n d r o b u st n e s s of t h e s ol uti o n t o t h e ori gi n al o pti m al c o ntr ol pr o bl e m.  W e o v er c o m e t h e d e p e n d e n c e

o n gl o b al s ol v er s i n t h e ori gi n al l o c al r e d u cti o n f or m ul ati o n b y pr o p o si n g i n e x a ct l o c al r e d u cti o n a n d pr o vi di n g t h e or et-

i c al b o u n d s o n p o s si bl e c o n str ai nt vi ol ati o n.  T h e n e w  m et h o d c o n si st s i n s ol vi n g  m ulti pl e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s of

r e d u c e d si z e c o m p ar e d t o t h e f ull s c e n ari o- b a s e d o pti mi z ati o n. I n p arti c ul ar, t h e s m all c o ntr ol pr o bl e m s c a n b e s ol v e d i n

p ar all el, f urt h er i m pr o vi n g t h e c o m p ut ati o n al s p e e d.

T h e p erf or m a n c e of o ur a p pr o a c h  w a s e v al u at e d i n t w o c a s e st u di e s  wit h b ot h a d diti v e a n d p ar a m etri c u n c ert ai nt y:

t h er m al c o mf ort c o ntr ol i n a r e si d e nti al b uil di n g a n d  m a s s fl o w c o ntr ol i n a c e ntrif u g al c o m pr e s s or.  A c o m p ari s o n  wit h

c o m m o n a p pr o a c h e s b a s e d o n a r a n d o m c h oi c e of s c e n ari o s a n d o n e xtr e m e s c e n ari o s i n di c at e s t h at l o c al r e d u cti o n

all o w s s ol vi n g r o b u st o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s i n a n effi ci e nt  w a y  w hil e e n s uri n g r o b u st n e s s. I n p arti c ul ar, t h e c a s e

st u di e s c o nfir m t h at t h e pr o p o s e d i n e x a ct l o c al r e d u cti o n  m et h o d all o w s fi n di n g  w or st- c a s e s c e n ari o s i n t h e i nt eri or of t h e

u n c ert ai nt y s et s.  A s a r e s ult, t h e n e w  m et h o d  w a s a bl e t o h a n dl e l ar g er p ar a m etri c u n c ert ai nt y t h a n ot h er s c e n ari o- b a s e d

a p pr o a c h e s.

I n t hi s  w or k  w e r e q uir e d t h at t h e c o n str ai nt s  m u st b e s ati sfi e d f or all r e ali s ati o n s of t h e u n c ert ai nt y. I n t h e f ut ur e, it

w o ul d b e a d vi s a bl e t o l o o k at t h e c o n s er v ati s m of t h e o bt ai n e d s ol uti o n s a n d p o s si bl e r el a x ati o n s of t hi s r e q uir e m e nt. I n

p arti c ul ar, ti g ht er b o u n d s o n c o n str ai nt vi ol ati o n c a n b e d eri v e d if a di stri b uti o n of t h e u n c ert ai nt y i s a v ail a bl e.  F ut ur e

w or k c o ul d i n cl u d e n u m eri c al i m pr o v e m e nt s of a p pr o xi m at e l o c al r e d u cti o n, i n cl u di n g  w ar m- st arti n g a n d u s e of c u st o m

n o nli n e ar o pti mi z ati o n s ol v er s, a s  w ell a s e x pli cit p ar all eli z ati o n of t h e o pti m al c o ntr ol pr o bl e m s.

A C K N O W L E D G M E N T S

T hi s  w or k h a s r e c ei v e d f u n di n g fr o m t h e  E P S R C ( E n gi n e eri n g a n d P h y si c al S ci e n c e s) u n d er t h e  A cti v e  B uil di n g  C e ntr e

pr oj e ct (r ef er e n c e n u m b er:  E P/ V 0 1 2 0 5 3/ 1).

C O N F L I C T  O F I N T E R E S T  S T A T E M E N T

T h e a ut h or s d e cl ar e n o p ot e nti al c o nfli ct of i nt er e st.

D A T A  A V A I L A B I L I T Y  S T A T E M E N T

T h e d at a t h at s u p p ort t h e fi n di n g s of t hi s st u d y ar e a v ail a bl e fr o m t h e c orr e s p o n di n g a ut h or u p o n r e a s o n a bl e r e q u e st.
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